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Capítol 1
Introducció
1.1 Context general
Les interfícies planes entre materials diferents juguen un paper important en
molts fenòmens òptics. En òptica fonamental, per exemple, la interfície és la
responsable de la reflexió i la refracció. No obstant això, quan succeeix el feno-
men de la reflexió total interna es pot discernir un canvi més gradual del camp
prop de la interfície. Així Newton es va adonar que l’ona incident, que pareix
que no entra en el material refractant, realment sí que penetra en este material
amb una amplitud que decau exponencialment en una distància microscòpica [1].
L’ona penetrant, coneguda com ona evanescent, va ser considerada només una
curiositat teòrica. Recentment, però, les ones evanescent s’han utilitzat en no-
ves tecnologies en desenvolupament com per exemple l’espectroscòpia de camp
proper [2].
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2Altre fenomen, l’existència d’ones superficials electromagnètiques, està fins i tot
més lligat a la interfície. Este tipus d’ona viatja en una direcció paral.lela a la
interfície però, a banda i banda d’esta interfície, la seva amplitud decau expo-
nencialment tornant-se imperceptible a una certa distancia de la interfície. La
noció d’una ona superficial electromagnètica va aparéixer notòriament en 1907
quan Zenneck [3, 4] publicà un article teòric explorant la possibilitat d’una ona
guiada per la interfície de l’atmosfera i, o be la terra, o una gran extensió d’aigua.
Es va enfocar en les ones de radio, una regió de l’espectre electromagnètic que
es troba molt lluny del regim en el que estem especialment interessats, el òptic,
donat que anem a utilitzar metamaterials per tal de guiar les ones superficials.
No obstant això, degut a la invariància d’escala dels postulats de Maxwell, els
principis implicats són els mateixos.
Avui dia, gairebé un segle després, un únic tipus d’ona, el plasmó polaritó super-
ficial (SPP, de l’anglés Surface Plasmon Polariton), domina l’escena de la nano-
tecnologia, almenys a freqüències òptiques, donant lloc a desenvolupaments com
la creació de sensors biològics/químics extremadament sensibles [5–9]; tecnolo-
gia que continua millorant-se actualment. Inclús en esta aplicació molt desenvo-
lupada, els dos materials a banda i banda de la interfície son molt simples: Un
és un metall típic—un material plasmònic a freqüències òptiques—i l’altre és un
material dielèctric isòtrop homogeni.
La importància dels SPPs i les ones superficials en general, però, no residix úni-
cament en la seva inherent ultra-localització (sublongitud d’ona), sinó que també
permet l’amplificació de senyals evanescents que viatgen a prop de les super-
fícies [10–12]. Estes propietats van ser implementades en enginyeria de meta-
materials durant la dècada passada, permetent una plètora d’aplicacions incloent
enfocament subdifractiu, imatges amb resolució de sublongitud d’ona, filtrat de
senyals i capes d’invisibilitat. [13–21].
3Mentres que la interfície d’un material plasmònic i un altre polaritzable suporta
SPPs, una gran varietat d’altres tipus d’ones superficials poden ser suportades
per la interfície de dos materials polaritzats. Donat que els materials polaritza-
bles (dielèctrics) son menys dissipatius, en general, que els materials plasmònics
(metalls), és evident l’avantatge d’estos materials per a la propagació de llarg
abast de les ones superficials. Per altre costat, la incorporació d’amplificació
òptica en el dielèctric adjacent pot compensar l’absorció en el metall [22, 23].
No obstant, este procediment està limitat a un nombre reduït d’aplicacions en
optoelectrònica.
Els signes oposats en les parts reals de les permitivitats escalars dels dos materi-
als adjacents—i les condicions anàlogues si un o els dos materials adjacents son
anisòtrops—son essencials en la propagació de SPPs. No obstant, la interfície
entre dos materials dielèctrics homogenis on al menys un d’ells és anisòtrop, pot
suportar la propagació d’altre tipus d’ones superficials, inclús si les parts reals de
totes les components del tensor de la permitivitat elèctrica d’ambdós materials
son positives. Encara que la investigació va començar als anys 70 [24], l’interès
en les ones superficials guiades per la interfície de dos materials dielèctrics va
enlairar-se després de que en 1988 Dyakonov [25] explorà la propagació d’ones
superficials guiades en la interfície d’un material dielèctric uniàxic i un dielèctric
isòtrop. Les ones superficials de Dyakonov son l’objectiu d’esta Tesi.
A causa de la complicada naturalesa de les expressions del camp en un mate-
rial anisòtrop, la investigació teòrica de les ones de Dyakonov guiades per la
interfície de diversos materials dielèctrics homogenis sota diferents condicions
continua fins a hui. Addicionalment l’estret rang de direccions de propagació
per al que existeixen estes ones fa el treball experimental difícil, tant que la pri-
mera observació d’ones de Dyakonov es va fer a l’any 2009 [26], més de dos
dècades després de la seva introducció teòrica. Ressaltem un recent article on
4s’exciten ones de Dyakonov usant xarxes de difracció, tècnica que sembla tenir
certs avantatges respecte a la configuració de Kretschmann [27].
Des de eixe moment, l’abast del terme ones de Dyakonov s’ha ampliat per in-
cloure ones superficials guiades per la interfície de dos materials dielèctrics ho-
mogenis, sent al menys un d’ells anisòtrop [28–31]; fins i tot materials adjacents
bianisòtrops [32–34] i medis periòdics uniàxics [35–37] son admissibles. L’e-
xistència d’ones guiades per pel.licules dielèctriques dipositades al llarg d’un
cristall anisòtrop també es discutix en les Refs. [38–40]. La presencia d’ones
de superfície polaritzades híbridament amb algunes característiques semblants,
es poden, addicionalment, trobar quan reemplacem el medi uniàxic per un medi
indefinit [41], un plasma uniàxic [42], un material lineal electro-òptic [43], o un
material estructuralment quiral [44–46]. Per l’altre costat, en lloc d’un dielèctric
homogeni, podem utilitzar un medi magnètic [47], un metall noble [48–51], o un
medi amb un índex de refracció negatiu [52].
S’han proposat diferents opcions com alternativa per tal d’incrementar el rang
de direccions per la propagació d’ones de Dyakonov. Utilitzant l’efecte Pockels,
per exemple, podem ampliar significativament este rang en més d’un ordre de
magnitud [53]. No obstant, la forma més comuna d’aconseguir-lo és mitjançant
l’ús de cristalls fotònics amb anisotropia extrema. En esta línia, es va propo-
sar una matriu periòdica de cilindres circulars dins d’una peça de silici per tal
d’augmentar el rang angular fins alguns graus [54]. De forma similar, s’ha sug-
gerit en altres articles l’ús de làmines primes en columnes [55]. No obstant això,
s’assoleixen resultats sorprenents si les estructures anisòtropes inclouen nanoe-
lements metàl.lics, com passa per exemple amb una multicapa metall-dielèctric
(MD) senzilla, on el rang angular pot sobrepassar els 45o [56, 57]. Als cassos
anteriors, la forma de la birefringència es modela simplement utilitzant el règim
5de longitud d’ona llarga, que ens permet l’homogeneïtzació del metamaterial es-
tructurat [21, 58–62]. Per nanoestructures, però, la teoria del medi efectiu ens
condueix a un tensor de permitivitats efectives amb elements complexos [63]. En
altres paraules, l’efecte de l’anisotropia ve amb pèrdues causades per l’absorció
al metall. Com a resultat d’utilitzar un material uniàxic amb pèrdues, les ones
de Dyakonov no es poden propagar indefinidament i la longitud de propagació
passa a ser finita [57, 64].
La contribució de la nanotecnologia moderna al desenvolupament de la investi-
gació en ones superficials electromagnètiques és significant. Encara que la natura
proveeix abundants materials i situacions que motiven la investigació científica,
no hi ha res comparat amb les perspectives de nous i útils dispositius per provocar
un remolí d’activitat investigadora. Els recents desenvolupaments en nanotecno-
logia proporcionen una gran quantitat de noves possibilitats. En particular, els
materials amb una estructura dissenyada a escala nanomètrica han proporcionat
una plataforma per a la investigació i han produït alguns dels resultats més in-
teressants. Mentres que no era possible contemplar este tipus de materials quan
va sorgir la noció d’ones de superfície suportades només per materials dielèc-
trics, la seva producció és ara gairebé rutinària. Amb la capacitat actual per
dissenyar i fabricar una àmplia varietat de materials, és possible preveure algu-
nes aplicacions interessants; i segurament molts més usos que ens prendran per
sorpresa.
1.2 Objectius de la Tesi
En esta Tesi, farem un anàlisi en profunditat de les ones superficials de Dyakonov
que tenen lloc en materials nanoestructurats MD semiinfinits. Farem especial
6èmfasi quan l’aproximació del medi efectiu (EMA, de l’anglés Effective Medi-
um Approximation) no dóna resultats satisfactoris, el que succeeix en la gran
majoria de les configuracions experimentals. Anem a examinar materials nano-
estructurats plasmònics que mostren tant corbes de dispersió espacial tancades,
de la mateixa forma que ocorre amb els cristalls naturals birefringents, com a
corbes de dispersió hiperbòlica. En particular, anem a considerar materials na-
noestructurats MD per a freqüències baixes i també en el règim d’alta freqüència
(proper a la freqüència de plasma). En este últim serà quan el metamaterial exhi-
birà dispersió hiperbòlica. L’anàlisi de casos pràctics incloent efectes dissipatius
deguts a pèrdues òhmiques al metall i als efectes no locals completaran el nostre
estudi. Finalment, les nostres simulacions numèriques ens mostraran l’evolució
d’un paquet d’ones composat exclusivament per ones superficials de Dyakonov
(DSW, de l’anglés Dyakonov Surface Waves).
Al Capítol 2 anem a introduir els conceptes bàsics relacionats amb la propagació
de les ones electromagnètiques en medis homogenis, incloent materials isòtrops
i anisòtrops. En primer lloc, descriurem el comportament dispersiu de dielèc-
trics i metalls, que són els materials d’interès en este treball. També descriurem
en detall estructures complexes multicapa. Per a este propòsit, anem a introduir
un formalisme matricial que s’aplica als medis isòtrops i uniàxics simultània-
ment. Finalment, discutirem les condicions d’existència d’ones superficials a la
interfície de dos medis isòtrops; noteu que el cas d’ones superficials amb medis
anisòtrops serà considerat en el Capítol 4. D’altra banda, obtindrem l’equació
de dispersió per als SPPs, que apareixen en la interfície entre un dielèctric i un
metall.
Al Capítol 3 estudiarem els medis periòdics multicapa, que son una classe es-
pecial de materials on làmines de dielèctrics i metalls estan apilades de forma
7periòdica. L’exemple més senzill d’un medi periòdic consisteix en làmines al-
ternatives de dos tipus diferents de medis, típicament un dielèctric i un metall.
La propagació d’ones en estos medis exhibeix molts fenòmens interessants i po-
tencialment útils com ara bandes prohibides fotòniques, transparència anòmala,
dispersió hiperbòlica o propagació d’ones superficials [65–69]. Addicionalment,
suposarem que els materials elementals son isòtrops, amb una amplada de la
lamina molt més xicoteta que la longitud d’ona de la radiació electromagnètica.
El Capítol 4 l’organitzarem de la següent manera. En primer lloc, derivarem
l’equació de dispersió espacial de les DSWs que es propaguen en la interfície
d’un dielèctric homogeni isòtrop i un cristall MD mitjançant l’EMA. A continu-
ació, analitzarem els efectes no locals per tal d’obtindre l’equació de dispersió
superficial amb gran precisió. La influència de les pèrdues degudes a l’absorció
dels metalls també serà investigada. Esperem trobar diferències significatives en
les corbes de dispersió representades utilitzant l’EMA i les avaluades resolent
directament les equacions de Maxwell per mitjà del mètode dels elements finits
(FEM, de l’anglés Finite Element Method).
A més, investigarem numèricament les propietats de dispersió de les ones de
superfície de Dyakonov que es propaguen en la interfície entre un medi isòtrop
sense pèrdues i un cristall uniàxic amb pèrdues, este últim resultant d’aplicar l’a-
proximació de longitud d’ona llarga (també coneguda com EMA) a metamateri-
als multicapa dielèctric/metal. Trobem una nova família d’ones electromagnèti-
ques prop de la interfície isòtrop/anisòtrop i que es propaguen de forma obliqua a
l’eix òptic del material birefringent. Estes ones de superfície no es poden trobar
si utilitzem una configuració de materials sense pèrdues.
El Capítol 5 estarà dedicat a realitzar una anàlisi exhaustiva de les DSWs que
tenen lloc en els materials nanoestructurats MD semiinfinits que mostren disper-
sió hiperbòlica. A la primera part del estudi, el nostre enfocament posarà èmfasi
8en l’aplicació de l’EMA. Trobarem diferents règims, alguns dels quals inclouen
DSWs amb dispersió no hiperbòlica. La validació dels nostres resultats tindrà
lloc amb simulacions numèriques usant el FEM. Els principals punts d’interès
seran els efectes no locals causats per la grandària finita de les làmines i els
efectes dissipatius deguts a les pèrdues òhmiques en els metalls.
El Capítol 6 ens proporcionarà una perspectiva per al futur treball sobre aplica-
cions amb DSWs. Hem de tindre en compte que al llarg d’esta Tesi, es posarà
l’accent en els conceptes plasmònics i els resultats, en lloc de les tècniques i les
aplicacions pràctiques.
Informació addicional sobre les derivacions teòriques i mètodes numèrics pot
trobar-se en els Apèndixs A i B.
Capítol 2
Propagació d’ones en medis
volumètrics i interfícies
2.1 Introducció
En este capítol anem a introduir els conceptes bàsics relacionats amb la pro-
pagació de les ones electromagnètiques en medis homogenis, incloent materi-
als isòtrops i anisòtrops. En primer lloc, descriurem el comportament dispersiu
de dielèctrics i metalls, que són els materials d’interès en este treball. També
descriurem en detall les estructures formades per diverses làmines complexes.
Per a aconseguir el nostre propòsit, introduirem una formulació amb matrius de
transferència que es podrà aplicar als medis isòtrops i uniàxics simultàniament.
Finalment, discutirem les condicions d’existència de les ones superficials a la
interfície de dos medis isòtrops; el cas particular on tractarem amb medis ani-
sòtrops serà considerat en el Capítol 4. D’altra banda, obtindrem l’equació de
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dispersió per als plasmons superficials, que apareixen en la interfície entre un
dielèctric i un metall.
2.2 Dispersió en dielèctrics i metalls
Els àtoms, que són els constituents dels medis macroscòpics, i els seus camps
electromagnètics corresponents varien molt ràpidament en la regió òptica, així
que el que normalment mesurem és la mitjana d’una gran regió per tal d’obte-
nir dades macroscòpiques. És per això que considerarem una teoria dins de la
descripció clàssica [70, 71].
Un medi en el que la velocitat de fase és funció de la freqüència diem que és dis-
persiu. Per a freqüències suficientment altes els medis poden exhibir propietats
dispersives inclús quan la conductivitat deguda a les càrregues lliures és comple-
tament negligible. En els medis dielèctrics, la velocitat de fase c està relacionada
amb l’index de refracció, n, per c = c0/n, on c0 = (0µ0)−1/2 és la velocitat
de la llum al buit, 0 és la permitivitat elèctrica del buit i µ0 es la permeabilitat
magnètica del buit. A freqüències baixes (per baix de 100 MHz), la permitivitat
elèctrica de la majoria dels materials ès substancialment independent de la fre-
qüència, però mostra una dependència molt forta per a freqüències altes, per a
un rang que va des de freqüències de radio ultra-altes fins al visible [70].
Totes les teories de la dispersió tenen en compte la composició de la matèria
i tracten les molècules com a sistemes dinàmics amb ressonàncies pròpies, les
quals son excitades per el camp incident. En esta secció presentem els fonaments
de la teoria de Lorentz, que pren el medi com si estiguera format per oscil.ladors
moleculars [72]. Lorentz va proposar un model que és vàlid, al menys qualitati-
vament, per descriure un gran nombre de fenòmens elèctrics i òptics.
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L’equació del moviment mitja d’un electró amb carrega −e sota els efectes d’un
camp elèctric harmònic E és [72]
m
d2r
dt2
+ 2mγ
dr
dt
+mω20r = −eE, (2.1)
on hem definit la freqüència pròpia d’oscil.lació de l’electró ω0. Addicional-
ment prenem l’aproximació en la qual l’amplitud és suficientment xicoteta per a
permetre’ns l’avaluació del camp elèctric en la posició mitjana de l’electró. La
constant d’amortiment γ té en compte les forces dissipatives, del tipus de forces
de fregament, introduïdes per les col.lisions de les molècules. Si el camp varia
harmònicament en el temps amb freqüència ω com a exp (−ıωt), el moment
dipolar induït per un electró és
p = −er = e
2/m
ω20 − ω2 − ı2ωγ
E. (2.2)
Finalment, la polarització macroscòpica d’un medi amb una única freqüència
pròpia i només una constant d’amortiment γ la podem escriure com a
P = Np = Na (ω) 0E, (2.3)
on a (ω) l’anomenem la polaritzabilitat del medi, 0 és la permitivitat elèc-
trica de l’espai buit i N és la densitat d’àtoms. Prenent en consideració que
P = 0χ (ω)E, la susceptibilitat elèctrica relativa χ (ω) està relacionada amb la
polarització per
χ (ω) = Na (ω) =
ω2p
ω20 − ω2 − ı2ωγ
. (2.4)
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Tenim en compte que ωp és la freqüència de plasma de Drude definida com
ωp =
√
Ne2
0m
. (2.5)
A l’Eq. (2.4) hem expressat χ (ω) en termes de les constants moleculars. Nor-
malment χ (ω) s’escriu diferenciant entre les parts real i imaginaria, concreta-
ment
χ (ω) = χ′ (ω) + ıχ′′ (ω), (2.6)
on
χ′ (ω) =
(
ω20 − ω2
)
ω2p(
ω20 − ω2
)2
+ 4γ2ω2
, (2.7a)
χ′′ (ω) =
2γωω2p(
ω20 − ω2
)2
+ 4γ2ω2
. (2.7b)
Ara bé, si assumim que hi han N molècules per unitat de volum, i que, en lloc
d’una única freqüència d’oscil.lació per a totes, tenim fj electrons per molècula
amb freqüència d’oscil.lació pròpia ωj i constant d’amortiment γj , i Z ressonàn-
cies en el medi, aleshores la susceptibilitat elèctrica relativa ve donada per
χ (ω) = ω2p
Z∑
j=1
fj
(
ω2j − ω2 − ι2γjω
)−1
. (2.8)
Esta equació té en compte totes les transicions en el medi i pot ser utilitzada
per a calcular completament la dependència amb la freqüència de la constant
dielèctrica,
 (ω) = 1 + χ (ω) . (2.9)
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Index de refracció complex
Com podem veure en l’Eq. (2.6), el fet de que la susceptibilitat siga una quantitat
complexa implica que l’index de refracció n =
√
 també és complex. Ara bé,
si estudiem el cas d’una ona monocromàtica plana que es propaga en un medi
homogeni i isòtrop al llarg de l’eix z, i recordant que k = nk0, on k0 = ω/c0, és
el nombre d’ona de l’ona incident, aleshores el camp elèctric pot ser escrit com
E (z, t) = E0 exp [ı (nk0z − ωt)] = E˜0 exp
[
ı
(
n′k0z − ωt
)]
, (2.10)
sent-hi E˜0 = E0 exp
(−n′′k0z) i on hem separat l’index de refracció en la part
real i l’imaginaria:
n = n′ + ın′′. (2.11)
L’amplitud disminuïx exponencialment al llarg de l’eix z degut a la presencia,
en l’index de refracció, de la part imaginaria. Encara més, això es descriu ade-
quadament mitjançant el coeficient d’absorció,
α (ω) = 2k0n
′′ (ω) =
2ω
c0
n′′ (ω). (2.12)
Breument, l’index de refracció ens dona informació sobre com la velocitat de
fase de l’ona depén amb la freqüència, és a dir, descriu la dispersió. La part
imaginaria de n ens informa sobre l’absorció d’energia pels dipols del medi.
Classificació dels medis dielèctrics
Podem vore la natura del medi dielèctric en la relació entre la densitat de pola-
rització i el camp elèctric, donada en l’Eq. (2.3), anomenada equació del medi.
Adonem-se queE = E (r, t) iP = P (r, t) son funcions de la posició i el temps.
14
Fem algunes definicions útils per al nostre treball:
• Un medi dielèctric es diu lineal si el camp vectorial P (r, t) està relacionat
linealment amb el camp vectorial E (r, t). En este cas podem aplicar el
principi de superposició.
• Diem que un medi és no dispersiu si la seva resposta és instantània. Els
medis no dispersius son una idealització ja que tots els sistemes físics tenen
un temps de resposta finit.
• El medi es diu que és homogeni si la relació entre P i E és independent de
la posició r.
• Un medi és isòtrop si la relació entre P i E és independent de la direcció
del vector E, per tant el medi es veu igual des de qualsevol direcció. Els
vectors P i E deuen ser, per tant, paral.lels. Això és el que succeeix al
model de Lorentz que em vist abans.
• Diem que el medi és espacialment no dispersiu si la relació entre P i E és
local; és a dir, P en cada posició r està influenciada només per E en eixa
mateixa posició. En esta Tesi els medis (dielèctrics i metalls) sempre s’as-
sumiran com espacialment no dispersius. No obstant, els metamaterials
analitzats en els pròxims capítols tindran una resposta no local.
Teoria del medi efectiu: La relació de Clausius-Mossotti
Quan ens movem del cas d’un oscil.lador individual cap a un gran conjunt d’oscil-
ladors, hem de tindre en compte el comportament col.lectiu dels oscil.ladors i el
seu efecte en els altres. El concepte de medi efectiu reflexa la connexió fona-
mental entre la permitivitat macroscòpica d’un material i les polaritzabilitats mi-
croscòpiques dels constituents. A un nivell microscòpic, la polarització pot ser
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descrita amb l’Eq. (2.3), específicament P = Na (ω) 0Eeff , on el camp elèctric
efectiu és ara
Eeff = E+
P
30
. (2.13)
Addicionalment, fent ús de la relació entre E i D, que és
D = 0E = 0E+P, (2.14)
obtenim la relació de Clausius-Mossotti
Na (ω)
3
=
− 1
+ 2
. (2.15)
Esta relació funciona bé en gasos i líquids. També és vàlida per a aquells cristalls
en els quals la correcció de Lorentz, Eq. (2.13), ens dóna una descripció precisa
dels efectes dels camps locals.
El model de Drude
Les propietats òptiques dels metalls es deriven predominantment dels electrons
de conducció no lligats. El model de Drude-Sommerfeld assumix que els elec-
trons de la banda de conducció actuen en fase en resposta a un camp elèctric
aplicat. Donat que no hi han forces de recuperació als electrons, la freqüència
d’oscil.lació pròpia ω0 a l’Eq. (2.1) és zero, i s’obté la següent expressió per a la
constant dielèctrica [73]
 (ω) = 1− ω
2
p
ω2 + ı2γω
. (2.16)
Si bé esta forma de la funció dielèctrica es cita habitualment com una caracte-
rització òptica adequada de les làmines metàl.liques, la seva validesa es limita
16
només a les freqüències de l’infraroig proper, on les contribucions dels electrons
lligats son negligibles.
En algunes de les simulacions que es mostren en esta Tesi, prenem un model de
Drude simplificat on
 (Ω) = 1− 1
Ω2
, (2.17)
hem menyspreant la constant d’amortiment (γ = 0). Note’s que les freqüèn-
cies en l’Eq. (2.17) estan expressades en unitats de la freqüència de plasma,
Ω = ω/ωp. En este cas particular, l’index de refracció serà purament imaginari,
donat que Ω < 1 (ω < ωp). Més encara, una ona electromagnètica penetra dins
d’un metall de Drude sense pèrdues una distancia que se li diu profunditat de
penetració δ(Ω) = α−1. Si estem molt lluny de le freqüència plasmònica, la
profunditat de penetració es pot escriure simplement com
lim
Ω→0
δ(Ω) =
c
2ωp
=
1
2kp
, (2.18)
on el nombre d’ona del plasmó és kp = ωp/c0.
Als metalls reals els electrons lligats contribuïxen a la funció dielèctrica, especi-
alment en la regió del visible i UV on les transicions interbandes son excitades.
Als metalls nobles, que son els materials més comuns que s’utilitzen en plasmò-
nica, les transicions interbanda amb energies més baixes succeeixen en ~ω = 2.1,
3.8 i 2.4 eV per Cu, Ag, i Au respectivament [74]. La contribució a la part real
′ es pot aproximar per una constant de desplaçament ∞. L’Eq. (2.16) aleshores
es converteix en
 (ω) = ∞ −
ω2p
ω2 + ı2γω
. (2.19)
La precisió d’este model disminuïx conforme ens apropem a l’energia de tran-
sició. En la següent taula podem vore els paràmetres del model de Drude de
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l’Eq. (2.19) per als metalls mencionats prèviament [73]
∞ ~ωp ~γ
Cu 7.96 8.88 0.0508
Ag 4.10 9.18 0.0103
Au 10.30 9.05 0.0389
TAULA 2.1: Paràmetres del model de Drude en unitats de eV per a les funcions
dielèctriques de metalls nobles fent ús de les dades de la Ref. [75]. Note’s que
~ = 0.6582 eV·fs.
2.3 Propagació d’ones en medis isòtrops
En esta secció anem a considerar la propagació d’ones electromagnètiques en
dielèctrics lineals, homogenis i isòtrops. Anem a ignorar el cas dels metalls ja
que les ones no poden propagar-se dins d’ells sense atenuar-se. Baix estes condi-
cions, la permitivitat relativa  que relaciona E i D, mostrada en l’Eq. (2.14), és
un escalar constant. Considerant el cas en el qual el medi està lliure de càrregues
elèctriques i corrents, i tenint en consideració l’equació del medi B = µ0H, les
equacions de Maxwell es poden escriure com
∇×H = 0∂E
∂t
, (2.20a)
∇×E = −µ0∂H
∂t
, (2.20b)
∇ ·E = 0, (2.20c)
∇ ·H = 0. (2.20d)
Ara, cadascuna de les components escalars de E i H satisfan l’equació d’ones
∇2u− 1
c2
∂2u
∂t2
= 0, (2.21)
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on u representa qualsevol de les sis components escalars del camp electromag-
nètic.
Quan l’ona electromagnètica és plana i monocromàtica, totes les components
dels camps elèctrics i magnètics son funcions harmòniques en el temps i l’espai
a la mateixa freqüència temporal ω i freqüència espacial
k = (kx, ky, kz) , (2.22)
respectivament. Particularment estes equacions es poden escriure com
E (r, t) = E0 exp (ık · r) exp (−ıωt) , (2.23a)
H (r, t) = H0 exp (ık · r) exp (−ıωt) , (2.23b)
onE0 (r) iH0 (r) son les amplituds complexes dels camps elèctrics i magnètics.
Si substituïm el camp vectorial d’ones de l’Eq. (2.23) a les equacions de Maxwell
(2.20), amb l’ajuda de∇ → ık i ∂t → −ıω, obtenim que
k×H0 = −ω0E0, (2.24a)
k×E0 = ωµ0H0, (2.24b)
k ·E0 = 0, (2.24c)
k ·H0 = 0. (2.24d)
Simplificant l’expressió k × (k×E0) finalment obtenim l’equació d’ones se-
güent
M ·E0 = 0, (2.25)
i
M ≡ k⊗ k− k2I+ k20I, (2.26)
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on tenim que I és la matriu identitat 3×3, k és el mòdul del vector d’ones k
i k0 = ω/c0. Per tal d’obtindre l’equació de dispersió, busquem solucions no
trivials del camp elèctric E0 imposant que det (M) = 0. La seva solució ens
conduïx cap a
k2 =
ω2
c2
. (2.27)
L’amplitud del camp elèctric E0 pot ser escrita com a una combinació dels se-
güents vectors
eˆ1 = (0, kz,−ky) , (2.28a)
eˆ2 =
(
k2y + k
2
z , −kykx, −kzkx
)
. (2.28b)
Apuntem que eˆ1 està associat amb els modes TEx, i que eˆ1 · eˆ2 = 0. Encara
que no ho demostrem ací, eˆ2 està relacionat amb les ones planes polaritzades
TMx. A més, note’s que les Eqs. (2.24c) i (2.24d) ens porten a la següent relació
d’ortogonalitat: k · eˆ1 = k · eˆ2 = 0. Com a resultat, els vectors {eˆ1, eˆ2, k}
formen un triedre ortogonal.
2.4 Propagació d’ones en medis uniàxics
Considerem en primer lloc un medi anisòtrop. En este cas, cada component del
desplaçament elèctric D és una combinació lineal de les tres components del
camp elèctric [76],
Di = 0
3∑
j=1
ijEj , (2.29)
on i i j = 1, 2, 3 indiquen les components x, y, i z, respectivament. Les compo-
nents dielèctriques del medi estan, per tant, caracteritzades per una matriu 3× 3
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de nou components simètriques
(
ij = 
∗
ji
)
. Aixi doncs, el tensor dielèctric té
només sis elements independents. De fet, estos elements depenen de l’elecció
del sistema de coordenades relatiu a la estructura del cristall. Sempre podrem
trobar un sistema de coordenades en el que els elements que son fora de la dia-
gonal del tensor dielèctric s’anul.len, per tant, si canviem de nom els elements de
la diagonal com ii ≡ i, les components del vector desplaçament son
Dx = 0xEx; Dy = 0yEy; Dz = 0zEz. (2.30)
Estes son les direccions per a les queE iD son paral.les. Este sistema de coorde-
nades definix els eixos principals i els plans principals del medi. Les permitivitats
x, y i z caracteritzen els índexs de refracció nx =
√
x, ny =
√
y i nz =
√
z ,
als que li diem índexs de refracció principals. En un medi anisòtrop, la velocitat
de fase de la llum depén tant del seu estat de polarització com de la direcció de
propagació. Degut a la anisotropia l’estat de polarització d’una ona plana varia
conforme es propaga a traves del medi. De totes formes, donada una direcció de
propagació en el medi, existeixen, generalment, dos ones pròpies amb índexs de
refracció propis i direccions de polarització ben definides.
Els cristalls uniàxic son medis amb certes simetries que fan que tinguen dos
índexs de refracció principals iguals nx = ny ≡ no (índex ordinari) i nz ≡
ne (índex extraordinari). Diem que el cristall és uniàxic positiu si ne > no i
uniàxic negatiu si ne < no. A l’eix z d’un cristall uniàxic l’anomenarem eix
òptic. A més, direm a la direcció de polarització ordinària, si l’ona té un índex
de refracció propi no, i extraordinària si l’ona té un índex de refracció propi
ne. A la Taula 2.2 mostrem els valors de no i ne per alguns materials naturals
birefringents (cristalls uniàxics).
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Material birefringent no ne ∆n = ne − no
Cristall de quars 1.547 1.556 0.009
MgF 1.3786 1.3904 0.0118
YVO4 1.9929 2.2154 0.2225
Rutile (TiO2) 2.65 2.95 0.3
E7 cristall líquid 1.520 1.725 0.205
Calomel (Hg2Cl2) 1.96 2.62 0.68
TAULA 2.2: Birefringència ∆n d’alguns materials naturals [29].
Considerem ara la propagació d’ones planes en medis uniàxics. Per tal d’ob-
tindre els valors propis associats amb la propagació d’ones planes, procedim de
forma similar a la Secció 2.3 per a medis isòtrops, però tenint en compte que ara
la permitivitat relativa  = x (x⊗ x+ y ⊗ y) + z (z⊗ z) és un tensor. Així
doncs, resolem el det (M) = 0, on la matriu M és ara
M ≡ k⊗ k− k2I+ k20. (2.31)
Note’s que  · I = . D’esta forma, després de resoldre el determinant mencionat
dalt, obtindrem dues solucions. La primera solució és
k2x + k
2
y + k
2
z
x
= k20, (2.32)
que correspon a l’equació de dispersió per a ones planes ordinàries. El camp
elèctric per esta classe d’ones planes és proporcional al vector
eˆo = (−ky, kx, 0). (2.33)
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Com a conseqüència, les ones planes tenen polarització TEz . La segona solució
ens dóna l’equació de dispersió de les ones planes extraordinàries
k2x + k
2
y
z
+
k2z
x
= k20. (2.34)
En este cas, el camp elèctric és proporcional al vector
êe =
(
kxkz, kykz, k
2
z − xk20
)
. (2.35)
2.5 Formulació matricial per a medis multicapa
x
x
x
z
y
i-1
i
Medi  “i-1”
Medi  “i”
Medi  “i+1”
A A’ A A’
B B’ B B’
i-1 i
i-1 i i+1
i+1
i
i
FIGURA 2.1: Disposició esquemàtica del medi multicapa. Les amplituds Ai
i A′i (Bi i B
′
i) corresponen a ones que es propaguen al llarg de l’eix x positiu
(negatiu). Estes amplituds caracteritzen un estat donat de polarització: Per a
medis uniàxics tractarem amb ones ordinàries (per exemple Aoi) i ones ex-
traordinàries (Aei). Per a medis isòtrops tindrem ones amb polarització TE
(ATEi) i TM (ATMi).
En esta secció estudiem el cas dels medis multicapa composats per diferents ma-
terials no magnètics que estan separats per interfícies planes paral.leles, situades
en x = xi com es pot vore en la Figura 2.1. En particular, tractem tant amb
materials uniàxics com isòtrops, incloent metalls. Farem una descripció acu-
rada dels camps electromagnètics dins d’un medi donat "i", que està situat en
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xi−1 < x < xi. El nostre objectiu és l’anàlisi de quines son les condicions
apropiades per a la propagació d’ones superficials en les interfícies abans men-
cionades.
2.5.1 Camps electromagnètics en una làmina elemental
Primer de tot anem a considerar un medi multicapa de materials uniàxics. Per
simplicitat tindrem en compte permitivitats relatives amb forma tensorial que
escriurem com i = xi (x⊗ x+ y ⊗ y) + zi (z⊗ z) per a un medi donat
"i". Com van demostrar en la Secció 2.4, les equacions de dispersió per a ones
ordinàries i extraordinàries en medis uniàxics volumètrics son donades en les
Eqs. (2.32) i (2.34), respectivament. Degut a les condicions de frontera en les
interfícies dels medis, les components del vector d’ona ky i kz son conservades,
però no ho és la seva projecció sobre l’eix x. Més específicament, si reanomenem
kxi ≡ koi per a les ones ordinàries, de l’Eq. (2.32) podem escriure
koi =
√
xik20 −
(
k2y + k
2
z
)
, (2.36)
i per a les ones extraordinàries (kxi ≡ kei), utilitzant l’Eq. (2.34), ens queda
kei =
√
zik20 −
(
k2y +
zik
2
z
xi
)
. (2.37)
El camp elèctric total de la làmina elemental “i” l’escrivim com
E
(i)
tot = E
(i) (x) exp (ıkyy + ıkzz − ıωt). (2.38)
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La part del camp elèctric que varia amb la coordenada espacial x pot ser escrita
com
E(i) (x) = Aoiaˆoi exp [ıkoi (x− xi)] +Boibˆoi exp [−ıkoi (x− xi)] +
Aeiaˆei exp [ıkei (x− xi)] +Beibˆei exp [−ıkei (x− xi)] ,
(2.39)
on les amplituds Aoi (i Aei) corresponen a ones propagants ordinàries (i extraor-
dinàries), i Boi (i Bei) estan relacionades amb ones contrapropagants ordinàries
(i extraordinàries). Hi ha que tindre en compte que totes estes amplituds tenen
un desfase igual a zero en x = xi. Finalment, els vectors aˆoi i aˆei son donats per
les Eqs. (2.33) i (2.35), respectivament, les quals reescriurem com
aˆoi = (−ky, koi, 0) , (2.40a)
aˆei =
(
keikz, kykz, k
2
z − xik20
)
. (2.40b)
En el cas de tindre ones contrapropagants, hem de considerar que kxi = −koi
per a les ones ordinàries i kxi = −kei per a les ones extraordinàries. Este fet ens
conduïx a introduir els camps vectorials
bˆoi = (−ky, −koi, 0) , (2.41a)
bˆei =
(−keikz, kykz, k2z − xik20) . (2.41b)
Els camps vectorials aˆoi i bˆoi es poden expressar en unitats de k0, mentres que
aˆei i bˆei les podem escriure en unitats de k20 .
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Per conveniència, la funció dels camps E(i) es pot expressar en termes de les
amplituds d’ona A′oi, A
′
ei, B
′
oi i B
′
ei amb desfase nul en x = xi−1, concretament
E(i) (x) = A′oiaˆoi exp [ıkoi (x− xi−1)] +
B′oibˆoi+1 exp [−ıkoi (x− xi−1)] +
A′eiaˆei exp [ıkei (x− xi−1)] +
B′eibˆei exp [−ıkei (x− xi−1)] .
(2.42)
El conjunt complet d’amplituds Aqi, A′qi, Bqi i B
′
qi on q = {o, e} satisfan les
relacions següents
A′qi = Aqi exp [−ıkqi (xi − xi−1)] , (2.43a)
B′qi = Bqi exp [ıkqi (xi − xi−1)] . (2.43b)
Per a completar esta secció, calculem el camp magnètic en una làmina elemental
donada "i". Fent ús de l’equació de Maxwell
H
(i)
tot =
∇×E(i)tot
ı ωµ0
. (2.44)
Substituint les Eqs. (2.38) i (2.39) en l’Eq. (2.44) i considerant que el camp
magnètic es pot escriure com
H
(i)
tot = H
(i) (x) exp (ıkyy + ıkzz − ıωt), (2.45)
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finalment obtenim les següents expressions per a la variació del camp magnètic
al llarg de la direcció x, més específicament
ωµ0H
(i) (x) = Aoicˆoi exp [ıkoi (x− xi)] +
Boidˆoi exp [−ıkoi (x− xi)] +
Aeicˆei exp [ıkei (x− xi)] +
Beidˆei exp [−ıkei (x− xi)] .
(2.46)
Utilitzant l’Eq. (2.42) en lloc de l’Eq. (2.39) s’obté
ωµ0H
(i) (x) = A′oicˆoi exp [ıkoi (x− xi−1)] +
B′oidˆoi exp [−ıkoi (x− xi−1)] +
A′eicˆei exp [ıkei (x− xi−1)] +
B′eidˆei exp [−ıkei (x− xi−1)] .
(2.47)
En les equacions prèvies, els nous camps vectorials els escrivim com
cˆoi = −
(
koikz, kykz, k
2
z − xik20
)
, (2.48a)
cˆei = xik
2
0 (−ky, kei, 0) , (2.48b)
dˆoi = −
(−koikz, kykz, k2z − xik20) , (2.48c)
dˆei = −xik20 (ky, kei, 0) . (2.48d)
Apuntem que els vectors cˆoi i dˆoi es poden donar en unitats de k20 , mentres que
cˆei i dˆei les podem expressar en unitats de k30 .
2.5.2 Condicions de frontera per a medis anisòtrops
Una vegada hem completat la descripció dels camps electromagnètics en cada
làmina elemental del nostre metamaterial, haurem d’imposar algunes condicions
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de frontera a les interfícies x = xi. Les components del camp elèctric E
(i)
tot i del
camp magnètic H(i)tot que estan als plans x = xi deuen ser continues. Particular-
ment estes condicions de frontera es poden expressar de forma matemàtica com
E(i)|y (x = xi) = E(i+1)|y (x = xi) , (2.49a)
E(i)|z (x = xi) = E(i+1)|z (x = xi) , (2.49b)
H(i)|y (x = xi) = H(i+1)|y (x = xi) , (2.49c)
H(i)|z (x = xi) = H(i+1)|z (x = xi) . (2.49d)
El sistema d’equacions (2.49) es pot escriure de forma matricial
Divi = Di+1v
′
i+1. (2.50)
Definim les matrius següents,
Di =

aˆoi|y bˆoi|y aˆei|y bˆei|y
aˆoi|z bˆoi|z aˆei|z bˆei|z
cˆoi|y dˆoi|y cˆei|y dˆei|y
cˆoi|z dˆoi|z cˆei|z dˆei|z
 , (2.51)
que de forma explicita és
Di =

koi −koi kykz kykz
0 0 k2z − xik20 k2z − xik20
−kykz −kykz xik20kei −xik20kei
−k2z + xik20 −k2z + xik20 0 0
 . (2.52)
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D’altra banda, hem introduït els vectors de les amplituds del camp
vi =

Aoi
Boi
Aei
Bei
 , v′i =

A′oi
B′oi
A′ei
B′ei
 . (2.53)
La formulació matricial també es pot utilitzar per a relacionar el vector d’am-
plituds del camp vi amb desfase zero en x = xi amb el vector d’amplituds del
camp v′i que té desfase zero en x = xi−1, prèviament establit a l’Eq. (2.43).
Per a este propòsit, introduïm la matriu de propagació Pi, que té en compte el
desfase de l’amplitud entre les fronteres de cada làmina. Explícitament podem
escriure
v′i = Pi · vi, (2.54)
sent-hi
Pi =

e−ıkoiwi 0 0 0
0 eıkoiwi 0 0
0 0 e−ıkeiwi 0
0 0 0 eıkeiwi
 , (2.55)
on wi = xi − xi−1 denota l’amplada de la làmina elemental "i".
Apuntem que formulacions matricials equivalents per a medis multicapa anisò-
trops es poden trobar en diversos llocs [77, 78].
2.5.3 Camps electromagnètics en medis isòtrops multicapa
En este punt, una vegada hem descrit els camps electromagnètics als medis uni-
àxics, anem a estudiar els medis multicapa composats per materials isòtrops i
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tenint la mateixa configuració geomètrica que hem considerat a la Secció 2.5.1.
Com hem demostrat en la Secció 2.3, i considerant un medi isòtrop de permiti-
vitat relativa i, la projecció del vector d’ona al llarg de la direcció x positiva és
inferida per l’Eq. (2.27) i finalment la podem escriure com
kTEi = kTMi =
√
ik20 −
(
k2y + k
2
z
)
. (2.56)
Note’s que kTMi s’aplica per a ones polaritzades TM i kTEi correspon a ones
polaritzades TE. El camp elèctric total de la làmina elemental "i" es pot establir,
de nou, com es dóna en l’Eq. (2.38). La part del camp elèctric que varia al llarg
de la coordenada espacial x es pot escriure utilitzant l’amplitud ATEi (i ATMi),
les quals corresponen a ones propagants TE (i TM ), i BTEi (i BTMi) que estan
relacionades amb les ones contrapropagants TE (i TM ). Això es pot expressar
com
E(i) (x) = ATEiaˆTEi exp [ıkTEi (x− xi)] +
BTEibˆTEi exp [−ıkTEi (x− xi)] +
ATMiaˆTMi exp [ıkTMi (x− xi)] +
BTMibˆTMi exp [−ıkTMi (x− xi)] .
(2.57)
Adonem-nos que totes estes amplituds tenen desfase zero en x = xi. Finalment,
els vectors aˆTEi i aˆTMi estan donats en l’Eq. (2.28) per eˆ1 i eˆ2 respectivament,
que reescrivim com
aˆTEi = bˆTEi = (0, kz, −ky) , (2.58a)
aˆTMi =
(
k2y + k
2
z , −kykTMi, −kzkTMi
)
, (2.58b)
bˆTMi =
(
k2y + k
2
z , kykTMi, kzkTMi
)
. (2.58c)
A l’Eq. (2.58) hem inclòs els vectors bˆTEi i bˆTMi que estan associats amb les
ones contrapropagants. De nou, apuntem que els vectors aˆTEi i bˆTEi es poden
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escriure en unitats de k0, i els vectors aˆTMi i bˆTMi es poden expressar en unitats
de k20 . De forma similar a com hem fet en la secció anterior, la funció del camp
E(i) es pot expressar en termes de les amplituds de les ones A′TEi, A
′
TEi, B
′
TMi
i B′TMi amb desfase zero en x = xi−1, és a dir
E(i) (x) = A′TEiaˆTEi exp [ıkTEi (x− xi−1)] +
B′TEibˆTEi exp [−ıkTEi (x− xi−1)] +
A′TMiaˆTMi exp [ıkTMi (x− xi−1)] +
B′TMibˆTMi exp [−ıkTMi (x− xi−1)] .
(2.59)
Com hem vist en la Secció 2.5.1, calcularem el camp magnètic total en una deter-
minada làmina "i". De nou substituint les Eqs. (2.38) i (2.57) dins de l’Eq. (2.44)
i considerant que el camp magnètic el podem escriure com l’Eq. (2.45), finalment
obtenim les expressions per a la variació del camp magnètic al llarg de la direcció
x, a saber
ωµ0H
(i)(x) = ATEicˆTEi exp [ıkTEi (x− xi)]+
BTEidˆTEi exp [−ıkTEi (x− xi)]+
ATMicˆTMi exp [ıkTMi (x− xi)]+
BTMidˆTMi exp [−ıkTMi (x− xi)].
(2.60)
Prenem en consideració que kxi = −kTEi per a ones TE i kxi = −kTMi per a
ones TM . Este fet ens porta a introduir els camps vectorials
aˆTEi = bˆTEi = (0, kz, −ky) , (2.61a)
aˆTMi = −cˆTEi = −
(−k2y − k2z , kykTEi, kzkTEi) , (2.61b)
bˆTMi = −dˆTEi =
(
k2y + k
2
z , kykTEi, kzkTEi
)
, (2.61c)
cˆTMi = dˆTMi = ik
2
0 (0, kz, −ky) . (2.61d)
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Note’s que cˆTMi = ik20aˆTEi. Com en la secció precedent, les amplituds Aqi,
A′qi, Bqi i B
′
qi estan relacionades per
A′qi = Aqi exp (−ıkqiwi) , (2.62a)
B′qi = Bqi exp (ıkqiwi) , (2.62b)
on q = {TE, TM}.
Utilitzant l’Eq. (2.59) en lloc de l’Eq. (2.57), obtenim
ωµ0H
(i)(x) = A′TEicˆTEi exp [ıkTEi (x− xi−1)] +
B′TEidˆTEi exp [−ıkTEi (x− xi−1)] +
A′TMicˆTMi exp [ıkTMi (x− xi−1)] +
B′TMidˆTMi exp [−ıkTMi (x− xi−1)] ,
(2.63)
on les amplituds tenen ara desfase zero en x = xi−1.
Aplicació de les condicions de frontera
Per a una interfície donada x = xi, els camps electromagnètics deuen acom-
plir les condicions de frontera mostrades en les Eqs. (2.49). Podem escriure les
quatre equacions derivades de les condicions de frontera amb la següent forma
matricial,
Divi = Di+1v
′
i+1. (2.64)
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A l’equació matricial prèvia, hem introduït l’element
Di =

aˆTEi|y bˆTEi|y aˆTMi|y bˆTMi|y
aˆTEi|z bˆTEi|z aˆTMi|z bˆTMi|z
cˆTEi|y dˆTEi|y cˆTMi|y dˆTMi|y
cˆTEi|z dˆTEi|z cˆTMi|z dˆTMi|z
 , (2.65)
que explícitament podem posar com
Di =

kz kz −kykTMi kykTMi
−ky −ky −kzkTMi kzkTMi
kykTEi −kykTEi ik20kz ik20kz
kzkTEi −kzkTEi −ik20ky −ik20ky
 . (2.66)
Finalment, els vectors de les amplituds del camp estan ara representades com
vi =

ATEi
BTEi
ATMi
BTMi
 , v′i =

A′TEi
B′TEi
A′TMi
B′TMi
 . (2.67)
La formulació matricial es pot utilitzar també per a reescriure l’Eq. (2.62), rela-
cionant el vector de les amplituds dels camp vi amb desfase zero en x = xi amb
el vector de les amplituds del camp v′i que té desfase zero en x = xi−1. Per a
este propòsit, introduïm la matriu de propagació per als modes TEx i TMx,
Pi =

e−ıkTEiwi 0 0 0
0 eıkTEiwi 0 0
0 0 e−ıkTMiwi 0
0 0 0 eıkTMiwi
 , (2.68)
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que pren en consideració el desfase de les amplituds degut a l’amplada finita
wi = xi − xi−1 de cada làmina. Explícitament l’escriurem com a
v′i = Pi · vi, (2.69)
que és formalment la mateixa que l’Eq. (2.54) prèviament derivada per a un medi
uniàxic.
2.5.4 Desacoblament modal en medis isòtrops multicapa
És ben conegut que les ones planes amb polarització TEx mantenen el seu estat
de polarització quan es reflectixen o refracten en una interfície plana x = xi,
donat que els medis a banda i banda d’esta superfície son homogenis i isòtrops.
El mateix succeeix amb les ones polaritzades TMx. Així doncs, el formalisme
matricial 4 × 4 mostrat en les Eqs. (2.64) i (2.69) pot ser aleshores simplificat.
Tinguem en compte que esta simplificació no es pot fer quan tractem amb medis
uniàxics.
Anem a considerar l’avaluació del vector d’amplituds vi conegudes estes am-
plituds en la làmina elemental "i + N". Això significa que n’hi han N − 1
làmines entre les regions en les que estem interessats. En este cas, utilitzant les
Eqs. (2.64) i (2.69) finalment obtenim
vi =
i+N−1∏
j=i
[Dj ]
−1 ·Dj+1 ·Pj+1
 · vi+N . (2.70)
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Es molt important adonar-se que la matriu de transmissióDi,i+1 = [Di]
−1 ·Di+1
en la interfície x = xi, que forma part de l’equació prèvia, pot ser simplificada
Di,i+1 =
[
DTEi,i+1 0
0 DTMi,i+1
]
, (2.71)
on
0 =
[
0 0
0 0
]
. (2.72)
La matriu diagonal Di,i+1 té dos elements,
DTEi,i+1 =
kTEi + kTEi+12kTEi kTEi − kTEi+12kTEikTEi − kTEi+1
2kTEi
kTEi + kTEi+1
2kTEi
 , (2.73)
i
DTMi,i+1 =
i+1kTMi + ikTMi+12ikTMi i+1kTMi − ikTMi+12ikTMii+1kTMi − ikTMi+1
2ikTMi
i+1kTMi + ikTMi+1
2ikTMi
 , (2.74)
que actuen sobre les components TEx i TMx independentment.
Encara més, la matriu de propagació es pot establir de forma diagonal com
Pi =
[
PTEi 0
0 PTMi
]
, (2.75)
on els elements de la matriu son
PTEi =
[
e−ıkTEi(xi−xi−1) 0
0 eıkTEi(xi−xi−1)
]
, (2.76)
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i la submatriu de propagació dels modes TM serà
PTMi =
[
e−ıkTMi(xi−xi−1) 0
0 eıkTMi(xi−xi−1)
]
. (2.77)
Com es va assenyalar prèviament, kTEi = kTMi i per tant PTEi = PTMi. En
resum, la matriu de transmissió Di,i+1 i la matriu de propagació Pi son matrius
diagonals i, per tant, qualsevol producte d’esta classe de matrius tindrà una forma
diagonal. Això és exactament el que succeeix en la cadena de productes mostrat
en l’Eq. (2.70).
Per tal d’aprofitar la propietat que acabem de veure, escriurem a més el vector
de les amplituds del camp
vi =
[
vTEi
vTMi
]
. (2.78)
D’esta forma desacoblem les amplituds dels modes TEx i els modes TMx,
vTEi =
[
ATEi
BTEi
]
, vTMi =
[
ATMi
BTMi
]
. (2.79)
Finalment, això ens permet escriure l’Eq. (2.70) com a dos equacions desacobla-
des
vTEi =
i+N−1∏
j=i
DTEj,j+1 ·PTEj+1
 · vTEi+N , (2.80a)
vTMi =
i+N−1∏
j=i
DTMj,j+1 ·PTMj+1
 · vTMi+N . (2.80b)
En este moment apuntem que la formulació matricial 2× 2 desenvolupada a les
Eqs. (2.80a) i (2.80b) s’ha estudiat en altres llocs [79].
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2.6 Modes superficials en medis isòtrops
El propòsit principal d’esta Tesi és l’anàlisi de les ones superficials de Dyakonov,
les quals originalment van ser formulades per a un medi isòtrop i un cristall
uniàxic. De totes formes, este anàlisi serà desenvolupat al Capítol 4. Ara anem
a introduir les ones superficials més conegudes que surten en la interfície entre
medis isòtrops amb constants dielèctriques diferents. Addicionalment, estes ones
superficials jugaran un paper rellevant quan treballem amb estructures multicapa
MD.
Els anomenats SPPs son ones que es propaguen al llarg de la superfície d’un con-
ductor, normalment un metall [5–7, 80]. Estes son essencialment ones electro-
magnètiques atrapades en la superfície, confinades evanescentment en la direcció
perpendicular, degut a la seva interacció amb els electrons lliures del conductor.
En esta interacció, els electrons lliures responen col.lectivament en ressonància
amb l’ona electromagnètica. Esta interacció ressonant entre l’oscil.lació de càr-
regues superficials i el camp electromagnètic constituïx el SPP i dona lloc a les
seves propietats úniques.
Per a descriure estes ones electromagnètiques, aplicarem el formalisme matricial
que hem desenvolupat al cas d’una única interfície entre dos medis isòtrops amb
diferents permitivitats dielèctriques. Demostrarem que per tenir estats lligats
viatjant per la interfície, un d’estos medis deu tindre permitivitat negativa, el que
succeeix als metalls. També demostrarem que la polarització dels SPPs és TM .
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2.6.1 Camps electromagnètics i equació de dispersió dels plasmons
de superfície utilitzant la formulació matricial
Anem a considerar la propagació d’ones lligades en la interfície entre dos medis
semiinfinits, els quals denotem com medi 1 i medi 2 amb permitivitats dielèctri-
ques 1 i 2 respectivament. La interfície està localitzada en x1 = 0. Per al medi
2, els camps elèctric i magnètic que varien al llarg de l’eix x son donats per les
Eqs. (2.57) i (2.60), respectivament; per al medi 2, utilitzarem les Eqs. (2.59) i
(2.63). Començarem la descripció de les ones superficials amb polarització TM ,
per tant els vectors de les amplituds del camp vTE1 = 0 i v′TE2 = 0.
Com que només estem interessants als estats lligats, els elements que queden
dels vectors de les amplituds del camp son
vTM1 =
[
0
BTM1
]
i v′TM2 =
[
A′TM2
0
]
. (2.81)
El valor de les amplituds ATM1 i B′TM2 son idènticament zero en el cas de
falta d’interacció amb fonts externes, tal i com assumim ací. Degut a que estem
tractant amb estats lligats, els nombres d’ona kTM1 i kTM2 son imaginaris purs.
L’aplicació de les condicions de frontera, vTM1 = DTM1,2 · v′TM2 que surten
de l’Eq. (2.80b) per N = 1 interfícies, ens dona les següents dos equacions,
0 =
2kTM1 + 1kTM2
21kTM1
A′TM2, (2.82a)
BTM1 =
2kTM1 − 1kTM2
21kTM1
A′TM2. (2.82b)
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Per acomplir l’Eq. (2.82a), l’equació següent deu ser satisfeta,
kTM2
kTM1
= −2
1
. (2.83)
Esta és l’equació de dispersió per als modes superficials polaritzats TMx. Com
que kTM1 i kTM2 han de tindre una part real nul.la i una part imaginaria positiva,
això requereix que 2/1 < 0, és a dir, una de les permitivitats relatives deu ser
negativa. Una vegada hem obtingut la relació entre les permitivitats relatives i
els nombres d’ona purament imaginaris, donada a l’Eq. (2.83), podem obtindre
una nova lligadura involucrant les components dels vectors de les amplituds del
camp,
BTM1 =
2
1
A′TM2, (2.84)
que es deriva de l’Eq. (2.82b).
Hem de reescriure l’equació de dispersió (2.83), fent us de la definició de kTMi
donada en l’Eq. (2.56) resultant,
kSPP = k0
√
12
1 + 2
, (2.85)
on kSPP =
√
k2y + k
2
z és el nombre d’ones del SPP. A la Figura 2.2 representem
l’equació de dispersió per als modes lligats TM , Eq. (2.85), a freqüències per
baix de la freqüència del plasmó superficial
ωSPP =
ωp√
1 + 1
. (2.86)
En ω → 0 el nombre d’ones del SPP tendix a zero, però quan ω → ωSPP
trobem que kSPP →∞. Addicionalment, els modes radiatius poden aparéixer a
freqüències majors, típicament ω ≥ ωp; En eixe cas el camp electromagnètic no
està confinat prop de la interfície i perdrà la seva energia per radiació.
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FIGURA 2.2: Relació de dispersió dels SPP en la interfície entre un metall de
Drude sense pèrdues (Eq. (2.16) i γ = 0) i un dielèctric: Aire en blau (1 = 1)
i GaAs en vermell (1 = 11.55). Note’s que kp = ωp/c.
La Figura 2.3 ens mostra el valor absolut de les components del camp elèctric
Ex i Ez a la interfície x = 0 entre GaAs i plata (descartant les pèrdues). D’a-
cord amb les condicions de frontera, |Ez| ès una funció continua a la interfície
dielèctric-metall, mentres que |Ex| té una discontinuïtat a la interfície.
A continuació analitzem les propietats dels modes lligats amb polarització TE.
De nou, podem utilitzar el formalisme matricial que hem desenvolupat en les
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FIGURA 2.3: (a) |Ex(x)| i (b) |Ez(x)| corresponent a un SPP que viatja en
una interfície (localitzada a x = 0) entre un dielèctric, GaAs (1 = 11.55) i
plata (2 = −130.39 menyspreant pèrdues) amb λ = 1.55µm.
Seccions 2.5.3 i 2.5.4. Alternativament, la relació de dispersió i els camps elec-
tromagnètics poden ser derivats usant les Eqs. (2.83)-(2.84) i el teorema de dua-
litat [81]. Subseqüentment, arribem a l’equació de dispersió per a ones polarit-
zades TE,
kTE1 + kTE2 = 0. (2.87)
Adonem-nos de que kTEi son imaginaris purs amb part imaginaria pura positiva.
Com a conseqüència, l’Eq. (2.87) no es pot satisfer. Finalment concloem que
no existeixen solucions amb forma d’ona superficial amb polarització TE quan
tractem amb materials no magnètics.
2.6.2 Longitud de decaïment evanescent i longitud de propagació
En un estat lligat, els camps son evanescents en els medis circumdants. En el
cas dels SPPs, este fet es reflectix en la natura purament imaginaria de kTMi. En
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particular, el camp en el medi "i" penetra una distancia donada,
lxi =
1
2 Im (kTMi)
, (2.88)
a la que anomenarem com longitud de decaïment evanescent. Utilitzant les
Eqs. (2.56) i (2.85) reescrivim l’Eq. (2.88) per a cada medi i = 1, 2 com
lxi =
λ
4pi
(
1 + 2
−2i
) 1
2
, (2.89)
la qual es representa en la Figura 2.4. Donat que la permitivitat relativa del
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FIGURA 2.4: Longitud de decaïment evanescent per al GaAs, lx1, on 1 =
11.55, i un metall de Drude, lx2 (Eq. (2.16) i γ = 0). També es representa
lSPP per a una interfície GaAs-metall de Drude assumint γ/ωp = 1.1 · 10−3.
Destaquem que la longitud de decaïment evanescent del metall s’aproxima a
la profunditat de penetració a baixes freqüències.
dielèctric (ací 1) ès normalment prou més xicoteta que la part real de la cons-
tant dielèctrica del metall, l’Eq. (2.89) es pot simplificar utilitzant l’aproximació
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1 + 2 ' 2. Per a freqüències baixes ω/ωp  1, la longitud de decaïment eva-
nescent per als metalls s’aproxima a la seva profunditat de penetració, lx2 ≈ δ
[vegeu l’Eq. (2.18)].
Fins ara hem considerat metalls de Drude sense pèrdues. En este cas kSPP ès
purament real. No obstant, la permitivitat dels metalls reals té inherentment una
part imaginaria no menyspreable. Com a conseqüència, kSPP també inclou una
part imaginaria que no és menyspreable. Assumint que el SPP es propaga al
llarg de la direcció z, la seva intensitat decreix com exp [−2 Im (kSPP ) z]. La
longitud lSPP = [2 Im (kSPP )]
−1 per a la qual la intensitat decau cap e−1 és
defineix com la longitud de propagació. En la Figura 2.4 representem lSPP per
a un SPP propagant-se en una superfície plana que separa GaAs i un metall de
Drude, sent γ/ωp = 1.1 · 10−3.
2.7 Resum
El cos principal d’este capítol presenta la teoria matricial electromagnètica per
a desenvolupar els continguts d’esta Tesi. Començàrem analitzant les teories
de Lorentz-Sommerfeld i Drude per a descriure la interacció entre la llum i
la matèria per a medis isòtrops. A continuació, vam aplicar les equacions de
Maxwell i les condicions electromagnètiques de frontera en ambdós medis unià-
xics i isòtrops, buscant les seves característiques específiques, com son l’equació
de dispersió en medis volumètrics i en la interfície entre dos medis amb diferent
permitivitat relativa.
Una vegada hem obtingut els camps electromagnètics als dos medis, hem estudi-
at el cas especial de medis multicapa mitjançant el formalisme matricial. També
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hem demostrat l’equivalència del formalisme matricial 4× 4 donat ací per a ma-
terials isòtrops i el ben conegut formalisme matricial 2×2 per a ones polaritzades
TE/TM . Posteriorment, hem aplicat el nostre mètode per al cas més comú: Els
SPPs propagant-se en una interfície medi isòtrop/metall.

Capítol 3
Cristalls plasmònics multicapa
3.1 Introducció
Els medis periòdics multicapes son una classe especial de materials multicapa on
s’apilen de forma periòdica làmines dielèctriques i metal.liques. L’exemple més
senzill d’un medi periòdic consisteix en làmines alternatives de dos tipus dife-
rents de medis, típicament un dielèctric i un metall. La propagació en estos medis
exhibeixen molts fenòmens interessants i potencialment útils, com bandes pro-
hibides fotòniques, transparència anòmala, dispersió hiperbòlica o propagació
d’ones superficials [69, 82–91]. En este capítol, estudiarem la propagació d’o-
nes electromagnètiques en medis periòdics multicapes, assumint que els medis
son isòtrops, i d’amplada molt més xicoteta que la longitud d’ona de la radiació
electromagnètica.
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3.2 Medis multicapa periòdics
La propagació d’ones en medis periòdics pot ser tractada com el moviment d’e-
lectrons en sòlids cristal.lins. De fet, la formulació del model de Kronig-Penney
utilitzat en la teoria elemental de bandes dels sòlids és matemàticament idèntica
a la usada en la radiació electromagnètica en medis periòdics multicapa. Així,
alguns dels conceptes físics utilitzats en física de materials com son les ones de
Bloch, zones de Brillouin i bandes prohibides es poden usar ací. Un medi multi-
capa periòdic és equivalent a un material nanoestructurat unidimensional que és
invariant sota translacions de la xarxa.
FIGURA 3.1: Esquema d’un medi multicapa periòdic on mostrem una cel.la
unitat i les làmines veïnes. També incloem els elements dels vectors de les
amplituds del camp vi i v′i, sense tenir en compte el seu estat de polarització.
Els tres punts a la esquerra i la dreta de l’esquema indiquen la periodicitat de
l’estructura.
Ací anem a tractar la propagació de la radiació electromagnètica en un medi peri-
òdic multicapa que consisteix en làmines de materials transparents no magnètics
amb permitivitats elèctriques distintes que s’alternaran de forma periòdica. La
geometria d’esta estructura la mostrem a la Figura 3.1. Seguint les disposicions
47
analitzades en el Capítol 2, les làmines estan col.locades de manera que l’eix x
apunta al llarg de la direcció perpendicular de les làmines.
El perfil de la permitivitat ve donat per
(x) =
1, per x0 < x < x1;2, per x1 < x < x2. (3.1)
Addicionalment, la permitivitat relativa satisfà la següent condició de periodici-
tat,
 (x) =  (x+ Λ) , (3.2)
on w1 = x1 − x0 (w2 = x2 − x1) és l’amplada de les capes de permitivitat 1
(2) i Λ = w1 + w2 és el període del medi.
Seguint el que hem vist al Capítol 2, els camps electromagnètics en una làmina
elemental de l’estructura periòdica és poden escriure com en les Eqs. (2.38) i
(2.45). Per tant, haurem de determinar les variacions de les amplituds al llarg de
l’eix x. Al cas del camp elèctric, això implica l’avaluació dels elements de vi
i v′i que també apareixen en les Eqs. (2.57) i Eq. (2.59), respectivament. Per a
este propòsit, apliquem les condicions de frontera mostrades en l’Eq. (2.64). No
obstant, este procediment està incomplet quan tractem amb un nombre infinit de
làmines, com succeeix en una estructura periòdica. D’acord amb el teorema de
Floquet, les solucions de l’equació d’ones per a un medi periòdic satisfan
E(i+2) (x+ Λ) = E(i) (x) · exp (ıKΛ) . (3.3)
A la constant K li diem el nombre d’ona de Bloch. El problema és doncs deter-
minar K i E(i) (x).
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L’equació (3.3) es pot reescriure usant la formulació matricial,
vi = exp (−ıKΛ) · vi+2. (3.4)
Adonem-nos que el vector de les amplituds del camp vi està relacionat també
amb vi+2 mitjançant l’ús del formalisme matricial, és a dir, l’Eq. (2.70) per a
N = 2. Anem a escriure això com vi = T · vi+2. La matriu T és la matriu de
translació de la cel.la unitat que relaciona les amplituds complexes de l’ona plana
propagant Aqi i l’ona plana contrapropagant Bqi en una làmina de la cel.la unitat
amb les de la làmina equivalent en la cel.la unitat següent, on q = {TE, TM}.
D’això es dedueix que el vector columna vi+2 satisfà un problema de valors
propis, a saber
T = exp (−ıKΛ) · I, (3.5)
on I és la matriu identitat 4×4. El factor de fase exp (−ıKΛ) és per tant el valor
propi de la matriu de translació,
T =
i+1∏
j=i
Dj,j+1Pj+1 =
[
TTE 0
0 TTM
]
, (3.6)
on
Tq =
[
Tq11 Tq12
Tq21 Tq22
]
. (3.7)
Els elements de les matrius TTE i TTM s’estableixen a l’Apèndix B. Note’s que
les matrius de translació son unimodulars, és a dir
det [TTE ] = det [TTM ] = det [T] = 1. (3.8)
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Per a resoldre l’Eq. (3.5), busquem solucions no trivials de
det [T− exp (−ıKΛ) · I] = 0. (3.9)
Desprès d’algunes simplificacions algebraiques, trobem les dos solucions inde-
pendents següents,
exp (−ıKqΛ) = trq
2
±
√(
trq
2
)2
− 1, (3.10)
on KTE (KTM ) és el nombre d’ona de Bloch K associat amb el mode TE
(TM ), i les expressions per a la traça de les matrius Tq son
trTE = TTE11 + TTE22 = 2 cos (w1kTE1) cos (w2kTE2)
−
(
k2TE1 + k
2
TE2
)
kTE1kTE2
sin (w1kTE1) sin (w2kTE2) , (3.11a)
trTM = TTM11 + TTM22 = 2 cos (w1kTM1) cos (w2kTM2)
−
(
22k
2
TM1 + 
2
1k
2
TM2
)
12kTM1kTM2
sin (w1kTM1) sin (w2kTM2) . (3.11b)
Finalment, l’Eq. (3.10) que representa la relació de dispersió per als modes TE
i TM es pot reescriure de forma compacta com
cos (KqΛ) =
1
2
trq. (3.12)
Els vectors propis corresponents vi+2 ens permeten avaluar els camps a la làmina
associada. Subseqüentment, usant les matrius de transmissió i les matrius de
propagació, podem derivar els camps en qualsevol làmina elemental del medi
periòdic.
Menyspreant les pèrdues als materials, els règims on |trq| < 2, corresponen a
valors reals de Kq i per tant a ones de Bloch propagants; quan |trq| > 2, però,
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Kq = mpi/Λ + ıKqi, on m és un enter i Kqi és la part imaginaria de Kq, la qual
li dóna un comportament evanescent a l’ona de Bloch. Estes son les així dites
bandes prohibides del medi periòdic. Les vores de les bandes es troben quan
|trq| = 2.
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FIGURA 3.2: Corbes de dispersió exactes derivades de l’Eq. (3.12) per a un
medi composat per un metall de Drude sense pèrdues/GaAs amb λ = 1.55µm,
ωp = 13.94 fs−1 i 1 = 11.55, per (a) modes TM i (b) modes TE. La làmina
de GaAs sempre és 12 vegades més ampla que la làmina metàl.lica.
En la Figura 3.2, el nombre transversal d’ona l’escrivim com
kt =
√
k2y + k
2
z . (3.13)
Per a làmines metàl.liques ultrafines, per exemple wm = 3 nm, les corbes s’as-
semblen a el.lipses i circumferències per als modes TM i TE, respectivament.
Al cas particular dels modes TM , sorgix una corba secundaria, en relació amb
l’excitació de SPPs. Per a valors més grans de l’amplada del metall, son evi-
dents algunes desviacions; en particular, les corbes de dispersió deixaran de ser
el.lipses o circumferències. A partir d’un cert valor dewm, sorgix una gran banda
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prohibida centrada en kt = 0. Per als modes TM , en particular, en KTM = 0,
les dos corbes col.lapsen. Este fet, donat que kt → kSPP [vegeu l’Eq. (2.85)], es
pot entendre com que els modes superficials simètrics i antisimètrics a la làmina
metàl.lica s’aproximen al SPP en una única interfície metal/dielèctric. Per tal
d’il.lustrar-ho, calculem el nombre d’ona del SPP que es propaga a la interfície
dels nostres materials composats per metall de Drude/GaAs i ens dona un valor
de kSPP = 0.746 · 2pi/Λ, on hem assumit que Λ = 325 nm (associat amb el
període d’una multicapa amb amplada del metall de wm = 25 nm).
3.3 Aproximació de medi efectiu
Per a longituds d’ona entre el visible i l’infraroig, podem descriure de mane-
ra simple els compostos MD nanoestructurats mitjançant l’ús de l’aproximació
de longitud d’ona llarga, la qual requereix l’homogeneïtzació del metamateri-
al nanoestructurat [59, 92]. L’EMA, com Rytov va explicar en el seu article
[58], implica que podem representar un metamaterial fet de multicapes MD com
un cristall plasmònic uniàxic, l’eix òptic del qual és normal a les capes (en el
nostre cas, l’eix x és l’eix òptic), un procediment que requereix que els ele-
ments metàl.lics tinguen una amplada d’uns pocs nanòmetres. Això és degut al
fet de que la transparència dels metalls nobles està restringida a una distància
de propagació que no supere la profunditat de penetració del metall, δ [Veure
Eq (2.18)]. En referència a este punt, el desenvolupament recent de la tecno-
logia de nanofabricació fa possible la creació d’estes estructures sub-longitud
d’ona [93]. En estes condicions, el material nanoestructurat plasmònic es com-
porta com un cristall uniàxic caracteritzat per un tensor de permitivitat relativa
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 = ‖ (x⊗ x) + ⊥ (y ⊗ y + z⊗ z), on tenim que
‖ =
12
(1− f) 2 + f1 , (3.14)
ens dona la permitivitat al llarg de l’eix òptic i
⊥ = (1− f) 1 + f2, (3.15)
correspon a la permitivitat en la direcció transversal. A les equacions anteriors,
f =
w2
w1 + w2
, (3.16)
denota el factor d’ompliment del material "2", i proporciona la quantitat relativa
de metall a la cel.la unitària. Al fer ús de l’EMA, les equacions de dispersió son,
per a ones amb polarització TE (ones o),
k2x + k
2
t
⊥
= k20, (3.17)
on kx representa el nombre d’ona de Bloch KTE . Per al cas d’ones amb polarit-
zació TM (ones e),
k2x
⊥
+
k2t
‖
= k20, (3.18)
sent ara kx el nombre d’ona de Bloch KTM .
En la següent figura representem l’equació de dispersió exacta, Eq. (3.12), i el
resultat obtingut mitjançant l’EMA, Eqs. (3.17) i (3.18).
L’Eq. (3.12) està representada gràficament a la Figura 3.3 per a un cristall de
GaAs-Ag amb la mateixa distribució descrita a la Figura 3.1, on hem considerat
diferents períodes Λ però mantenint un factor d’ompliment f = 1/13. De nou
utilitzem una longitud d’ona amb valor λ0 = 1.55µm. Com podem veure a la
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FIGURA 3.3: Comparació entre el resultat donat per l’EMA i les corbes de
dispersió exactes per a una multicapa GaAs (1 = 11.55) i un metall de Drude
sense pèrdues (wp = 13.94 fs−1) per a una longitud d’ona λ0 = 1.55µm. La
capa de GaAs és sempre 12 vegades més ampla que la capa metàl.lica. Les
línies de traços són per als modes TE (ones o) i les línies sòlides són per als
modes TM (ones e). El requadre representa la variació de la birefringència de
la multicapa amb diferents amplades de la capa metàl.lica.
Figura 3.3, l’EMA té certa validesa només quan el període de la multicapa Λ és
molt més curt que la longitud d’ona, és a dir, Λ λ0. Menyspreant les pèrdues,
s’observa que l’EMA és prou precisa per w2 = 3 nm (Λ = 39 nm). No obstant,
les desviacions entre els contorns són evidents per amplades més grans. Pel que
sembla, l’Eq. (3.12) està en bon acord amb l’EMA en les proximitats de kx = 0
només per a ones TMx. Si assumim que la seva permitivitat efectiva al llarg de
l’eix x és ‖ = k2t /k20 en el límit kx → 0; l’Eq. (3.14) continuarà sent vàlida. Per
contra, la propagació al llarg de l’eix x, on tenim que ky = kz = 0, es tradueix
en grans discrepàncies. En este cas, el nombre d’ona de Bloch kx augmenta
conforme w2 creix, la qual cosa és un efecte que s’observa de manera simultània
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per a ones TEx i TMx. Si ara
⊥ = lim
kt→0
k2x
k20
, (3.19)
donat que l’Eq. (3.12) se satisfà, es conclou que ⊥ s’incrementa amb w2. La
birefringència efectiva del material nanoestructurat GaAs-Ag és
∆n =
√
‖ −
√
⊥. (3.20)
Fins i tot factors d’ompliment xicotets del metall produeixen enormes birefrin-
gències. Comparant la birefringència del nostre metamaterial amb alguns cris-
talls birefringents (vege’s Taula 2.2), s’observa com la birefringència efectiva
del nostre metamaterial és almenys un ordre de magnitud més gran. Per contra,
la grandària de la birefringència mostrada per les ones extraordinàries es redu-
eix si w2 s’incrementa, com es veu al requadre de la Figura 3.3. D’altra banda,
la isotropia de la corba de isofreqüència per a les ones ordinàries es conserva
pràcticament. Per exemple, n⊥ = 1.91 i n‖(TEx) = 1.83 per a w2 = 12 nm.
3.4 Medis hiperbòlics
Com acabem de vore, per a longituds d’ona de l’infraroig proper i visible, els
compostos MD es comporten com cristalls plasmònics que permeten una des-
cripció simplificada del medi mitjançant l’ús de l’aproximació d’ona llarga [58,
59, 92]. Sota certes condicions, el tensor de segon rang que denota la permitivitat
en el medi inclou elements de signe contrari, el que ens porta cap a metamateri-
als molt anisòtrops [21, 94]. Esta classe de medis nanoestructurats amb dispersió
hiperbòlica són metamaterials prometedors amb una gran quantitat d’aplicacions
pràctiques, des de biosensors fins a controlar la fluorescència [95].
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Els medis hiperbòlics de tipus I fan referència a un tipus especial de medis unià-
xics anisòtrops, que poden ser descrits per mitjà d’un tensor de permitivitats en
el que l’element ‖ és negatiu i ⊥ és positiu. En este cas, l’Eq. (3.18) ens porta
a un hiperboloide de dues fulles. Els medis hiperbòlics de tipus II son aquells
on la component ‖ és positiva i ⊥ és negativa; ara l’Eq. (3.18) ens donarà un
hiperboloide d’una única fulla [96]. L’existència d’esta dispersió hiperbòlica
permet la propagació d’ones en un ampli espectre espacial, ones que serien eva-
nescents en un dielèctric isòtrop ordinari. Al rang òptic, els medis hiperbòlics
poden construir-se amb multicapes MD o nanocables metàl.lics. Els metamateri-
als multicapa hiperbòlics en el rang òptic tenen l’avantatge de tindre una banda
de freqüència àmplia en la qual els metalls exhibeixen una permitivitat negativa
i poden suportar modes plasmònics.
El sistema que anem a analitzar és el mateix que el descrit a la Figura 3.1, on
prenem com a medi 1 un dielèctric transparent que no és dispersiu. En les nos-
tres simulacions numèriques agafarem un metall de Drude sense pèrdues on la
seva permitivitat ve donada per l’Eq. (2.17), i tres medis dielèctrics amb permi-
tivitats: (a) 1 = 1, (b) 1 = 2.25, i (c) 1 = 11.55. Tinguem en compte que
les freqüències en l’Eq. (2.17) estan expressades en unitats de la freqüència de
plasma, Ω = ω/ωp.
A la Figura 3.4 representem les permitivitats del cristall plasmònic ‖ i ⊥ per
a un ampli rang de freqüències. En termes pràctics, el factor d’ompliment del
metall governa els efectes dissipatius en el metamaterial, per tant interessa que
el valor de f siga baix. De fet, a les nostres simulacions prenem f = 1/4.
Per a freqüències baixes, Ω  1, s’arriba a les expressions: ⊥ ≈ f2 < 0 i
0 < ‖ ≈ 1/(1−f). Així doncs, els modes propagants TEx (Ex = 0) no poden
existir dins del cristall donat que este es comporta en estes circumstancies com
un metall. Per altra banda, les ones TMx (Bx = 0) poden propagar-se seguint la
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FIGURA 3.4: Variació de les permitivitats relatives ‖ (línia continua blava)
i ⊥ (línia continua magenta) com a funció de la freqüència normalitzada Ω,
per a cristalls plasmònics amb (a) aire, (b) sílice (1 = 2.25) i (c) GaAs (1 =
11.55), com materials dielèctrics, i un metall de Drude sense pèrdues. Hem
assumit que f = 1/4. Ω1 i Ω2 son (a) 0.500 i 0.860, (b) 0.359 i 0.759 i (c)
0.167 i 0.454, respectivament.
corba de dispersió espacial, Eq. (3.18). Com hem dit abans, l’Eq. (3.18) denota
un hiperboloide d’una fulla (mire’s la Figura 3.5(a) per Ω = 0.20).
Més encara, la dispersió hiperbòlica existeix fins a una freqüència
Ω1 =
1√
1 + 1 (1− f) /f
, (3.21)
per a la que ⊥ = 0. Per a freqüències lleugerament majors, tant ‖ com ⊥
son positius i l’Eq. (3.18) es converteix en un el.lipsoide de revolució; este cas
correspon a la Figura 3.5(b). Donat que el seu semi-eix menor és Ω
√
⊥, la
multicapa periòdica simula un medi anisòtrop amb birefringència positiva. Si
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FIGURA 3.5: Gràfica de l’Eq. (3.18) en el pla kxky per a ones extraordinàries
(modes TMx) a un cristall plasmònic uniàxic què inclou un dielèctric de per-
mitivitat 1 = 2.25 en el rang Ω < 1. La línia continua correspon a kz = 0
i les regions ombrejades estan associades amb ones harmòniques amb kz > 0
(camps no evanescents).
pugem la freqüència més encara, ‖ divergeix en
Ω2 =
1√
1 + 1f/ (1− f)
, (3.22)
el que ens portaria al anomenat règim de canalització. En general, Ω1 < Ω2
donat que f < 1/2. Més enllà de Ω2, l’Eq. (3.18) pren forma d’hiperboloide.
No obstant això, en el rang Ω2 < Ω < 1 la corba de dispersió té dues fulles
(Medi hiperbòlic de tipus I).
La Figura 3.5(c) il.lustra este cas. Tinguem en compte que el límit superior d’esta
banda hiperbòlica es determina per la condició ‖ = 0, o equivalentment, 2 = 0,
el que succeeix a la freqüència de plasma.
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FIGURA 3.6: Corbes de dispersió exactes dels modes TM en un material
nanoestructurat MD, prenent un metall de Drude sense pèrdues i un dielèctric
amb 1 = 2.25 per a diferents amplades de la làmina metàl.lica (f = 1/4),
començant per w2 → 0 (línies discontinues) i incrementant la seva amplària
a un ritme constant, 1/10kp (línies continues). Les freqüències seleccionades
pertanyen al règim hiperbòlic del metamaterial: (a) Ω = 0.10, (b) Ω = 0.20,
(c) Ω = 0.28 i (d) Ω = 0.85.
3.4.1 Validesa de l’aproximació del medi efectiu en els règims
hiperbòlics
L’Equació (3.12) que ens dóna de manera exacta la relació de dispersió per a un
cristall MD es representa gràficament per a modes TM en la Figura 3.6 consi-
derant diferents amplades w2 del metall però mantenint el factor d’ompliment,
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f = 0.25; les pèrdues òhmiques en el metall es menyspreen, un cop més.
Observem que l’EMA és extremadament precisa per w2 = 0.1 (en unitats de
1/kp) a la regió d’interés. No obstant això, les desviacions entre els contorns
són evidents per a capes metàl.liques més amples. Pel que sembla, l’Eq. (3.12)
està en bon acord amb l’EMA en els voltants de kx = 0, però, al augmentar w2
provoca que la corba de dispersió es desviï en direcció a l’eix x. Com a regla
general, donat un valor de la freqüència en l’eix kx, l’Eq. (3.12) produeix valors
més baixos de kt.
3.5 Resum
Hem aplicat el formalisme matricial multicapa desenvolupat al Capítol 2 a medis
periòdics, en particular a aquells que inclouen com a cel.la unitat una nanostruc-
tura MD. Per a este propòsit, primer hem expressat l’equació de Floquet-Bloch
en forma matricial, el que ens permet obtindre les corbes de dispersió exactes
per als modes TE i TM als cristalls plasmònics. Alternativament, també hem
utilitzat l’aproximació d’ona llarga per modelar metamaterials nanoestructurats
ultrafins. Amb esta aproximació, el medi es comporta com un material unià-
xic, on les corbes de dispersió per als modes TE son circumferències, però per
als modes TM la corba de dispersió es convertix en una el.lipse. Finalment, hem
analitzat acuradament les corbes de dispersió dels materials nanoestructurats MD
per comparar estos resultats amb aquells previstos per l’EMA. Per concloure,
s’ha observat que, per a freqüències baixes i freqüències altes (properes a la fre-
qüència de plasma), l’equació de dispersió per als modes TM es convertixen en
hiperboloides dins de l’EMA, i per tant este tipus d’estructures es van encunyar
com medis hiperbòlics.

Capítol 4
Ones superficials de Dyakonov
en nanoestructures anisòtropes
4.1 Introducció
Les DSWs son un altre tipus d’ones superficials que es propaguen a la interfície
entre un medi òpticament isòtrop i un material birefringent uniàxic. A l’article
original de Dyakonov (l’article original està escrit en rus i la versió anglesa es
va publicar en 1988 [25]) l’eix òptic del medi uniàxic està contingut al pla de la
interfície.
La importància de les DSWs per a aplicacions òptiques integrades, com ara la
detecció i la guia d’ones a escala nanomètrica, s’aprecia en una sèrie d’articles
[38–40]. D’un temps ençà s’han escrit diversos articles teòrics que demostren
l’existència d’estes ones superficials per a diferents interfícies en les quals al
menys un dels medis és un material birefringent. De fet, ones superficials de
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Dyakonov també sorgeixen en els casos on un cristall biaxial [30, 31] o un mate-
rial estructuralment quiral [45, 46] prenen el lloc del medi uniàxic. La utilització
de nanoestructures multicapa MD com a medi uniàxic artificial és especialment
convenient ja que fins i tot per a xicotetes quantitats de metall, és a dir, factors
d’ompliment menuts, s’aconseguixen metamaterials amb una enorme birefrin-
gència, millorant així la densitat de DSWs i relaxant la seva prominent direccio-
nalitat [49, 57, 97–99].
4.2 Equació de dispersió de les ones superficials de
Dyakonov
El sistema que estem estudiant esta representat en la Figura 4.1, on tenim dos
medis semiinfinits, un d’ells és isòtrop i l’altre medi és una multicapa MD. En
el cas que ens ocupa, els indexs "1" i "2" fan referència al material nanoestruc-
turat plasmònic i el medi isòtrop, respectivament. Hem publicat l’anàlisi d’esta
configuració en la Ref. [100]. Com hem vist abans, podem prendre el mate-
rial nanoestructurat plasmònic com un cristall uniàxic efectiu. En este cas, la
permitivitat al llarg de l’eix òptic, z1 = ‖ ve donada per l’Eq. (3.14); la per-
mitivitat en la direcció transversal x1 = y1 = ⊥ la podem escriure mitjançant
l’Eq. (3.15). D’ara en avant, la permitivitat 2 del medi isòtrop situat en x > 0
l’escriurem com a .
Com que tractem el material nanoestructurat MD com un cristall uniàxic, po-
dem establir analíticament l’equació de difracció que dóna el vector d’ona 2-D
{ky, kz} en x = 0. Per a este propòsit, seguim el procediment de Dyakonov [25]
tenint en compte els modes de superfície amb polarització híbrida. En el medi
isòtrop considerem ones amb polarització TEx (Ex = 0) i TMx (Hx = 0) on
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FIGURA 4.1: Esquema de la configuració estudiada, la qual consisteix en un
material nanoestructurat MD semiinfinit (x < 0) i un substrat isòtrop (x > 0).
els vectors d’ona tenen tots les mateixes components reals ky i kz al pla x = 0.
Per tant el camp elèctric en cada medi tindrà la forma
Etot = E (x) exp (ıkyy + ıkzz − ıωt). (4.1)
A més, estos camps han de ser evanescents tant al medi isòtrop com al material
nanoestructurat. L’amplitud elèctrica evanescent al medi anisòtrop (x < 0) la
podem descriure com
E (x) = Bo1bˆo1 exp (−ıko1x) +Be1bˆe1 exp (−ıke1x), (4.2)
on les ones ordinàries i extraordinàries en el medi uniàxic efectiu decauen ex-
ponencialment amb constants donades per κo = −ıko1 i κe = −ıke1, respecti-
vament, on hem fet ùs de la formulació donada en la Secció 2.5.1 i hem tingut
en compte que per al tipus de modes que busquem les amplituds Ao1 i Ae1 són
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idènticament zero. Al medi isòtrop (x > 0) l’amplitud del camp elèctric és
E (x) = A′TE2aˆTE2 exp (ıkTE2x) +A
′
TM2aˆTM2 exp (ıkTM2x), (4.3)
on ara tenim que la constant de decaïment evanescent dels modes TE i TM
és κ = −ıkTE2 = −ıkTM2. Novament per al cas que estem estudiant, les
amplituds B′TE2 i B
′
TM2 deuen ser nul
.les.
Una vegada tenim les amplituds a banda i banda de la interfície, anem a aplicar
les condicions de frontera en x = 0,
D1 · v1 = D2 · v′2, (4.4)
on D1 ve donat per l’Eq. (2.52), D2 per l’Eq. (2.66), v1 per l’Eq. (2.53) i v′2 per
l’Eq. (2.67). Per al cas que ens ocupa esta equació es redueix a
0
Bo1
0
Be1
 = Mh

A′TE2
0
A′TM2
0
 , (4.5)
on la matriu de transmissió Mh = D−11 ·D2 estableix la relació entre les ampli-
tuds dels modes de polarització híbrids. Utilitzant els elements Mij de la matriu
Mh, i definint Mi i Ma com
Mi =
[
M11 M13
M31 M33
]
=
 − ikz(κo+κ)2(k2z−k20⊥) k
2
0ky(κo+κ⊥)
2κo(k2z−k20⊥)
− (κe+κ)ky
2κe(k2z−k20⊥)
− ikz(κκe⊥+κ
2
o)
2κe⊥(k2z−k20⊥)
 , (4.6a)
Ma =
[
M21 M23
M41 M43
]
=
 ikz(κo−κ)2(k2z−k20⊥) k
2
0ky(κo−κ⊥)
2κo(k2z−k20⊥)
(κ−κe)ky
2κe(k2z−k20⊥)
− ikz(κκe⊥−κ
2
o)
2κe⊥(k2z−k20⊥)
 . (4.6b)
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L’Eq. (4.5) es pot reescriure com a un conjunt de dos equacions matricials inde-
pendents, és a dir [
0
0
]
= Mi ·
[
A′TE2
A′TM2
]
, (4.7a)
[
Bo1
Be1
]
= Ma ·
[
A′TE2
A′TM2
]
. (4.7b)
Ens adonem de queMi governa les amplitudsA′TE2 iA′TM2 del medi isòtrop, i
Ma (també Mh) es pot utilitzar per determinar les amplituds Bo1 i Be1 del medi
anisòtrop.
L’equació de Dyakonov s’obté al fer Mi igual a zero, el que ens dóna
k20k
2
y⊥ (κ+ κe) (κo + ⊥κ) = κok
2
z (κ+ κo)
(
κ2o + ⊥κκe
)
, (4.8)
i que ens proporciona un mapa espectral de valors permesos (ky, kz). Després
de fer transformacions algebraiques bastant tedioses es pot reduir l’Eq. (4.8) a
una forma més convenient [25]
(κ+ κe) (κ+ κo) (κo + ⊥κe) =
(
‖ − 
)
(− ⊥) k20κo. (4.9)
Si suposem que ‖, ⊥, i que totes les constants de decaïment evanescent són
positives, es pot deduir la següent restricció addicional
⊥ <  < ‖. (4.10)
Com a conseqüència, per a l’existència d’ones superficials és necessari que la
birefringència siga positiva. Per tant, els materials nanoestructurats MD que
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suporten ones de superfície de Dyakonov no poden estar formades per qualsevol
material dielèctric [54].
Per il.lustrar la diferència entre l’ús de materials convencionals i cristalls bire-
fringents plasmònics, resolem l’Eq. (4.9) per a un cristall liquid E7 [101] amb
‖ = 2.98 i ⊥ = 2.31 per a una longitud d’ona de λ0 = 1.55µm, i un substrat
de N-BAK1 amb permitivitat dielèctrica constant  = 2.42. En este cas, el DSW
es propaga en una regió estreta ∆θ = θmax− θmin, on θ representa l’angle entre
el vector (ky, kz) i l’eix òptic. En concret, s’estima ∆θ = 0.92o al voltant d’un
angle mig θ¯ = 26.6o. Aparentment, l’interval angular ∆θ és xicotet. Però este
marge seria molt menor per a altres cristalls òptics, com el quars, que exhibeix
una birefringència estàndard. Per a augmentar la dispersió angular ∆θ prenem
un cristall de GaAs-Ag (1 = 12.5 i 2 = −103.3 menyspreant pèrdues) que té
uns valors efectius per a les permitivitats ‖ = 14.08 i ⊥ = 0.92 amb un factor
d’ompliment f = 0.10, derivats de l’Eq. (3.14) i l’Eq. (3.15) respectivament.
La birefringència pren ara un valor ∆n = 2.79. En este cas, l’Eq. (4.9) ens dó-
na solucions en la regió angular que va de θmin = 39.0o fins a θmax = 71.3o.
Un resultat important és que l’interval angular ∆θ = 32.3o s’ha incrementat en
més d’un ordre de magnitud. La corba de dispersió per la DSW es dibuixa a la
Figura 4.2.
Afegim dues línies de construcció heurístiques (línies de traços de color roig)
per delimitar el domini d’existència dels DSWs. Com es mostra en esta figura,
θmin s’aconsegueix amb la condició κ = 0 (línia continua vermella), on les ones
TEx i TMx son uniformes en el substrat, x > 0. A l’altre extrem de la corba de
dispersió, θmax es determinat per ke = 0 (línia continua negra) de manera que
l’ona extraordinària deixa de atenuar-se a x → −∞ [25, 30]. En conseqüència,
les solucions per a l’Eq. (4.9) poden ser rastrejades prop de les corbes κ = 0
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FIGURA 4.2: Corba de dispersió per a la DSW (línia discontínua puntejada)
avaluada a partir de l’Eq. (4.9) a la superfície d’un metamaterial MD semiin-
finit amb factor d’ompliment f = 0, 1. La línia el.líptica continua i la línia
de traços negra corresponen a les ones extraordinàries homogènies (κe = 0)
i les ones ordinàries homogènies (κo = 0), respectivament. La línia contínua
de color vermell representa la corba de isofreqüència (κ = 0) del N-BAK1
com substrat del material nanoestructurat MD, que s’aplica per ones TEx i
TMx. S’afegeixen les línies de construcció heurístiques (línies discontínues
de color) per delimitar el domini d’existència dels DSWs.
i κe = 0; per tant, les DSWs sempre es troben prop del punt d’encreuament
d’ambdues corbes P0 (ky0, kz0).
4.3 Efectes no locals
Com hem vist a la Secció 3.3, l’EMA es pot utilitzar per a làmines metàl.liques
amb wm  λ0. No obstant això, s’ha d’anar amb molt de compte amb esta con-
dició, ja que la profunditat de penetració dels metalls nobles és extremadament
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curta, δ ≈ c/ωp. En el cas de la plata, s’estima δ = 24 nm. Si l’amplada del me-
tall és comparable a la seva profunditat de penetració, l’EMA es desvia substan-
cialment dels càlculs exactes. Tinguem en compte que als estudis experimentals
d’òptica de multicapes poques vegades s’incorporen làmines metàl.liques amb
un gruix per sota de 10 nm.
Hem d’assenyalar que canvis moderats en la birefringència del cristall plasmò-
nic afectaran substancialment a l’existència de DSWs. Més específicament, com
hem vist a la Secció 3.3, l’augment de wm produeix un increment del valor efec-
tiu de ⊥, la qual cosa donarà lloc a una modificació significativa de les corbes
de dispersió de la DSW. En principi, podem utilitzar les estimacions donades en
les Eqs. (3.14) i (3.19) a fi d’extraure la corba de dispersió de les ones superfici-
als de Dyakonov directament de l’Eq. (4.9). No obstant això, este procediment
és generalment imprecís, degut a les significatives diferencies entre l’equació de
dispersió exacta, Eq. (3.12), per a kx = 0, i la corba de dispersió el.líptica de
l’ona extraordinària,
k2y
‖
+
k2z
⊥
= k20. (4.11)
Estes discrepàncies seran importants sobretot prop del punt d’encreuament P0
amb la corba κ = 0, la qual cosa, d’acord amb el procés de construcció esque-
matitzat a la Figura 4.2, es traduirà en resultats generalment molt imprecisos. En
última instància, este fenomen es pot atribuir clarament a efectes no locals en la
resposta efectiva del metamaterial multicapa [102–104]. En altres paraules, l’o-
rigen d’este efecte es troba en la forta variació dels camps en l’escala d’una sola
capa, i per tant les permitivitats efectives variaran amb el vector d’ona (ky, kz).
Esperem que l’equació de Dyakonov (4.9) ens done valors acurats de (ky, kz)
per a ones superficials amb polarització híbrida si ‖ i ⊥ son estimats de forma
més acurada, el que necessàriament passarà per incorporar d’alguna manera els
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efectes locals. Per això, anem a completar el següent enfocament. Primer avalu-
em el punt d’encreuament P0 = (ky0, kz0) (assumint ky0, kz0 ≥ 0) de la corba
de isofreqüència κ = 0 corresponent al medi isòtrop i la corba exacta (3.12); el
valor es denota per kz0. Donat P0 ens definim una el.lipse efectiva que a primer
ordre inclou P0 i el pendent de la recta tangent en P0 que denotem per k′z0. Estes
dues condicions ens porten cap a uns valors estimats de ‖ i ⊥ sense ambigüitats.
Tinguem en compte que ambdues estimacions depenen del punt d’encreuament
P0 i, per tant, obtenim una "correcció no local" a la birefringència de les ones
extraordinàries. A més, el punt d’encreuament P0, i per tant la birefringència no
local del cristall plasmònic semiinfinit, depèn del període Λ del medi bicapa i
també varia amb l’índex de refracció del substrat isòtrop.
Específicament, per determinar la correcció no local de la birefringència prop de
P0 = (ky0, kz0), fem ús de les fórmules següents:
⊥ = (1 + Γ)
k2z0
k20
, (4.12)
‖ =
(
1 + Γ−1
) k2y0
k20
, (4.13)
on Γ el podem escriure com a
Γ = −k
′
z0ky0
kz0
. (4.14)
Podem vore com l’Eq. (4.12) i l’Eq. (4.13) s’aproximen a les Eqs. (3.14) i (3.15)
en el límit Λ → 0 on l’EMA és precisa. Assenyalem que Γ → 0 en el cas
que ky0 = 0, i per tant ‖ no pot estimar-se d’esta forma. Per tant fem un
desenvolupament en sèrie de Taylor en segon ordre per al qual es calcula k′′z0, és
a dir, calculem d2kz/dk2y de l’Eq. (3.12) en el punt P0. En este cas, finalment
utilitzem l’equació ‖ = −kz0/k′′z0k20 .
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FIGURA 4.3: Correccions no locals a la birefringència representada en termes
de ‖ (línies roges) i ⊥ (línies blaves) com una funció de: (a) k0y , per algu-
nes amplades del metall del nostre metamaterial MD (f = 0.10), i (b) wm,
utilitzant dos substrats diferents: N-BAK1 (línies de traços) i P-SF68 (línies
continues).
A la Figura 4.3(a) representem ‖ i ⊥ emprant les Eqs. (4.12) i (4.13) en fun-
ció de ky0, per al nostre material nanoestructurat MD (f = 0.10). En este cas,
observem que per a wm = 3 nm tant ‖ com ⊥ són gairebé invariables i prop
dels valors donats per les Eqs. (3.14) i (3.15). En general, les desviacions més
altes ocorren en ky0 = 0, o el que és el mateix, per a propagació al llarg de l’eix,
on per wm més grans ‖ disminueix i ⊥ augmenta. Això condueix a que en el
règim paraxial la birefringència no local presente el seu valor mínim. D’altra
banda, les Eqs. (3.14) i (3.15) són vàlides a ky0 = 3.75k0 (kz0 = 0), punt on
la birefringència no local arriba al seu valor màxim. En la Figura 4.3(b), hem
representat ‖ i ⊥ emprant les Eqs. (4.12) i (4.13), en funció de wm considerant
dos substrats diferents, que determinen les diferents ubicacions del punt d’encre-
uament P0. Un d’ells és N-BAK1 (n = 1.56) i el segon medi isòtrop és P-SF68
[SCHOTT], amb un index de refracció n = 1.95. Observem que ‖ és igual per
als dos substrats quan wm → 0; això també es veu per a ⊥. En contrast, per a
una major wm, la birefringència no local varia clarament en funció del substrat.
Este efecte és molt més pronunciat en el cas de ‖. Per al N-BAK1, els elements
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del tensor de permitivitats es poden calcular per a amplades del metall que no
superen wm = 10.3 nm, el que ens dona ‖ = 9.05 i ⊥ = 2.43. Este cas límit
succeeix quan ⊥ → . D’acord amb l’Eq. (4.10), això vol dir que no esperem
obtindre DSWs per a wm ≥ 10.3 nm. Per contra, per al P-SF68, el rang s’estén
fins a wm = 14.5 nm, on ‖ = 8.37 i ⊥ = 3.80
Com a regla general, per tal d’excitar DSWs, és possible compensar la dismi-
nució de la birefringència al material nanoestructurat plasmònic mitjançant un
substrat dielèctric amb índex de refracció més gran. Anem a desenvolupar este
punt. En la Figura 4.4, representem l’equació de dispersió (4.9) per a DSWs fent
ús dels valors obtinguts per a ‖ i ⊥ en les Eqs. (4.12) i (4.13). Quan wm creix,
però, es manté fixe el valor de f , la corba de dispersió de les ones de Dyakonov
tendeix a acostar-se a l’eix òptic. Si utilitzem un substrat N-BAK1, com es veu
a la Figura 4.4(a), obtenim θmax = 68.2o i 58.7o per a wm = 3 nm i 6 nm,
respectivament. També obtenim θmin = 37.6o i 32.1o per als dos casos. Com
a conseqüència el rang angular ∆θ es redueix. Alhora, el nombre d’ona de les
DSWs s’apropa fins
√
k0 dintre d’este rang angular. En el límit ⊥ → , que
amb N-BAK1 com a substrat, succeix per a wm = 10.3 nm, les DSWs no poden
propagar-se a la interfície. Com es pot comprovar, per a wm = 12 nm no hi han
solucions. Es necessitaria un substrat amb major permitivitat relativa . Així, per
exemple, si utilitzem P-SF68 [vore la Figura 4.4(b)] s’aconseguixen DSWs per a
wm = 12 nm, però el rang angular ∆θ = 12.5o es clarament més reduït.
4.4 Efectes dissipatius
Fins ara hem evitat un aspecte important dels dispositius plasmònics, a saber,
la dissipació als elements metàl.lics. Quan tenim en compte estos efectes, les
permitivitats efectives en les Eqs. (4.12) i (4.13) son fonamentalment complexes,
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FIGURA 4.4: Solucions de l’equació de Dyakonov (4.9), dibuixada en línies
puntejades-discontínues, usant estimacions de la birefringència no local per un
metamaterial MD amb el mateix factor d’ompliment f = 0.10 però diferents
wm. Ara, la línia contínua de color vermell representa la corba de isofreqüèn-
cia del substrat isòtrop (a) N-BAK1 i (b) P-SF68.
i conseqüentment esperem que l’equació de Dyakonov (4.9) ens proporcione
valors complexos de (ky, kz). Este procediment s’ha discutit recentment en [57].
Fora del límit de longitud d’ona llarga, podem considerar, com hem fet a la secció
prèvia, un model que tinga en consideració els efectes no locals. No obstant
això, per tal d’obtenir una caracterització el més realista possible de les ones
superficials de Dyakonov en metamaterials nanoestructurats MD, es fa necessari
resoldre directament les equacions de Maxwell.
Per fer front a este problema, utilitzarem un FEM i així avaluem numèricament
el valor del nombre d’ona de Bloch kz per a un determinat valor real de ky.
Atès que la part imaginària de m no es descuida ja que prenem (Im[m] = 8.1),
kz es torna complexa. Això vol dir que l’ona de superfície no pot propagar-
se indefinidament. De fet, este fenomen pot ser caracteritzat per una longitud de
propagació l = (2Im [kz])
−1. S’assenyala que, a més, anem a suposar que la part
real dels paràmetres κ, κo i κe són tots positius. Tinguem en compte que κo i κe
representen paràmetres efectius al cristall plasmònic. Aquestos valors positius
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FIGURA 4.5: (a) Corba de isofreqüència corresponent a l’ona de superfície
híbrida existent en el límit entre un substrat de P-SF68 semiinfinit i un material
nanoestructurat plasmònic amb f = 0.10 i wm = 12 nm. La línia de traços
s’ha obtingut menyspreant les pèrdues dels materials. (b) Ràtio de Im(kz)
sobre Re(kz) que representa els efectes de dissipació a la propagació de les
DSWs. Les lletres majúscules A, B, i C designen les freqüències espacials
transversals ky = 0.8 k0, 1.2 k0, i 1.6 k0, respectivament.
es correlacionen amb un decaïment a |x| → ∞ i per tant amb un confinament de
l’ona prop de x = 0.
La Figura 4.5(a) mostra la corba de dispersió corresponent a DSWs dissipati-
ves, per al cas d’un material nanoestructurat MD amb pèrdues, on f = 0.10 i
wm = 12 nm. Les simulacions numèriques van realitzar-se amb el programari
COMSOL Multiphysics basat en el FEM. A les nostres simulacions no obser-
vem ones de superfície amb un substrat N-BAK1 amb n = 1.56, la qual cosa
és clarament un efecte no local. En particular, la Figura 4.5(a) representa les
corbes de isofreqüències quan n = 1.95, que correspon al P-SF68 [SCHOTT].
S’observa que la corba de dispersió per a DSWs dissipatives (línia continua) és
més plana i de major longitud que la corba obtinguda menyspreant les pèrdues
(línia de traços). Específicament θmax = 49.9o i θmin = 23.7o, que ens dona
un rang angular ∆θ = 26.2o. Addicionalment, la Figura 4.5(b) mostra el ràtio
Im(kz)/Re(kz) en el rang d’existència de les ones superficials. En estes figures,
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FIGURA 4.6: Tres gràfiques del camp magnètic |Hx| calculades utilitzant el
FEM. El metamaterial està a l’esquerra, per el qual es representa un únic perío-
de. De nou, les lletres majúscules A, B, i C, designen les freqüències espacials
transversals ky = 0.8 k0, 1.2 k0, i 1.6 k0, respectivament.
les lletres majúscules A, B, i C, designen les freqüències espacials transversals
ky = 0.8 k0, 1.2 k0, i 1.6 k0, respectivament.
En altres paraules, el camp d’una ona de superfície de Dyakonov ha de decaure
conforme |x| pren valors cada vegada més alts. Els límits de la corba de iso-
freqüència de les DSWs s’estableixen en funció de la propensió del camp elec-
tromagnètic a ser confinat al voltant de x = 0. Amb este objectiu, realitzem
l’avaluació numèrica dels camps electromagnètics utilitzant el FEM de nou. La
Figura 4.6 mostra el camp magnètic |Hx| per a tres casos diferents, anomenats
amb les lletres majúscules A, B, i C, que de nou designen les freqüències es-
pacials transversals ky = 0.8 k0, 1.2 k0, i 1.6 k0, respectivament. Assenyalem
que per a ones superficials paraxials, per a les que ky arriba al mínim (cas A),
tenim que Im(kz)  Re(kz) com es representa a la Figura 4.5(b). Això és cau-
sat per un gran desplaçament del màxim del camp cap al medi isòtrop, com es
mostra en la Figura 4.6, on els efectes de dissipació són gairebé insignificants
sobre la propagació per a l’ona de superfície. En termes dels paràmetres eficaços
per als materials, això seria coherent amb la condició Re(κ)  Re(κe). D’altra
banda, per a les ones no paraxials, que tenen valors més grans de ky, els camps
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mostren un lent decaïment de l’energia dins del metamaterial plasmònic. En el
cas C descrit a la Figura 4.6, el camp magnètic |Hx| es localitza al voltant de la
capa metàl.lica i pren valors significatius lluny de la frontera del substrat. Com
a conseqüència d’això, les pèrdues en el metall es tradueixen en un augment
significatiu en els valors de Im(kz).
4.5 Paquets d’ones superficials de Dyakonov
A continuació, analitzem el comportament difractiu d’ones localitzades super-
ficials de Dyakonov. Considerarem un paquet d’ones format exclusivament per
DSWs. A este paquet l’anomenarem DWP (de l’anglès DWP, Dyakonov Wave
Packet). Per al confinament espacial més alt a z = 0, assumim que l’amplitud de
les DSWs que formen el paquet és uniform per a tot el seu domini d’existència
ky ∈ (0.8 k0, 1.7 k0). Tinguem en compte que els paràmetres òptics que caracte-
ritzen els materials i les ones s’han pres de les Figures 4.5 i 4.6. Per tant, l’ample
de banda espectral de DSWs s’estén sobre tot el seu domini d’existència.
En les Figures 4.7(a) i (b), representem l’amplitud i la distribució de fase, res-
pectivament, del camp Hx, corresponent al DWP que es propaga per la interfície
x = 0. Per claredat, primer ometem les pèrdues òhmiques fent que Im(kz) =
0. Sota estes circumstàncies, l’amplada del feix del paquet d’ones en z = 0 és
clarament inferior a la longitud d’ona (la FWHM és 1.39 µm), i es manté inal-
terada per a distàncies de propagació llargues, com es pot veure clarament en la
Figura 4.7(a). Arribem a la conclusió que el DWP es propaga en el règim de
canalització. Este paquet d’ones no difractant exhibeix una direcció obliqua de
propagació que està determinada per la velocitat de grup vg [25], que és perpen-
dicular a la corba de isofreqüència [vore la Figura 4.7(c)]. En el nostre exemple
numèric, vg tè una desviació angular de α = 16.1o respecte a l’eix òptic del
76
ky / k0
R
e(
k z
)/
k 0
1.0
1.0
2.0
1.5
kav
vg
(a) (b) (c)
−3 0 3
0
6
z 
(µ
m
)
y (µm)
38.6º
−3 0 3
0
6
z 
(µ
m
)
y (µm)
FIGURA 4.7: Evolució del DWP amb màxima amplada de banda espectral: (a)
amplitud, i (b) fase de l’ona de camp Hx avaluada en la superfície x = 0. (c)
Il.lustració de l’orientació de la velocitat de grup, vg , i la freqüència espacial
de la portadora, kav , en el feix superficial.
cristall plasmònic. Curiosament, els contorns de isofase no són perpendiculars a
la direcció de propagació, com s’observa clarament en la Figura 4.7(b). Tinguem
en compte que la freqüència espacial portadora kav, que determina l’orientació
dels fronts d’ona, no és paral.lela a la velocitat de grup vg que proporciona la
direcció del feix de llum. En particular, kav està subtendida per la freqüència
transversal mitjana k¯y = 1.25 k0 presa de la nostra distribució espectral unifor-
me. Finalment, calculem que kav forma un angle θ¯ = 38.6o amb l’eix z, que és
notablement diferent de α.
Aleshores, anem a analitzar els efectes de dissipació causats pel metall al mate-
rial nanoestructurat plasmònic, considerant un valor no menyspreable de Im(kz).
En este cas, a causa de les pèrdues òhmiques, l’ona de superfície no pot propagar-
se indefinidament. La Figura 4.8 mostra l’evolució del camp Hx, on s’observa
una ràpida disminució de la seva amplitud a mesura que es propaga de forma
obliqua. També es pot veure com creix l’amplària d’el paquet d’ones conforme
la coordenada axial z augmenta. Este fenomen es produeix malgrat que la corba
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FIGURA 4.8: El mateix que a la Figura 4.7(a) i (b), però incloent les pèrdues
òhmiques. Les línies contínues en (a) indiquen els llocs de la FWHM de |Hx|,
que es deriven per a tots els valors de z, que determinen la FWHM del feix
en propagar-se a la superfície x = 0. Les línies de traços són preses de la
Figura 4.7(a) indicant la FWHM sense tenir en compte la dissipació.
de dispersió de les DSWs és ultraplana. Finalment, assenyalem que l’orienta-
ció dels fronts d’ona no és fix, sinó que roten en sentit antihorari conforme es
propaga el DWP.
La interpretació física subjacent que proporcionem a continuació fa una analo-
gia amb un fenomen similar a la difusió. En primer lloc, tinguem en compte
que, com es mostra a la Figura 4.9(a), la longitud de propagació l varia nota-
blement per a les diferents components espectrals del DWP. Les DSWs amb una
major ky decauen més ràpidament que aquelles amb freqüències espacials me-
nors. En conseqüència, l’espectre espacial del paquet d’ones canvia al llarg de la
propagació en la direcció z, induït per les pèrdues òhmiques. A la Figura 4.9(b),
representem l’espectre espacial normalitzada per a diferents coordenades axials.
Mentres que la coordenada axial z augmenta, l’ample de banda espacial, que és
inversament proporcional a l’amplada del feix, es fa més estret. Per tant, este
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FIGURA 4.9: (a) Variació de la longitud de propagació l en termes de l’es-
pectre espacial transversal ky . (b) Això deriva en una modificació selecti-
va del contingut espectral conforme el DWP es propaga. (c) Creixement de
la FWHM conforme el feix es propaga. (d) Il.lustració de la rotació de la
freqüència espacial portadora kav i conservació de la velocitat de grup vg
quan l’espectre espacial es fa més estret i canvia cap a freqüències menors.
filtrat espacial és la causa del creixement constant de l’amplada del feix, com es
mostra a la Figura 4.9(c), en lloc del desenfocament impulsat per la difracció.
A més, l’espectre espacial es desplaça cap a les freqüències espacials ky me-
nors conforme z augmenta. En conseqüència, la freqüència transversal mitjana
k¯y també es mou cap a valors més baixos. D’altra banda, kav gira cap a l’eix
òptic, tal i com s’il.lustra a la Figura 4.9(d). Finalment, la rotació de la freqüèn-
cia espacial portadora induïda per les pèrdues òhmiques condueix a una rotació
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del front d’ona conforme es propaga el feix. Tinguem en compte, però, que la
velocitat de grup vg del paquet d’ones es conserva degut a que la corba de dis-
persió dels DSWs és plana. Com a resultat, el DWP no canvia la seva direcció
de propagació, en oposició amb l’orientació del front d’ones.
4.6 Una nova família de DSWs en medis amb pèrdues
En esta Secció realitzem un anàlisi profund de les DSWs que tenen lloc en me-
tamaterials uniàxics amb pèrdues. Posarem molt d’interés quan l’aproximació
del medi efectiu ens proporciona resultats satisfactoris. Vorem com la introduc-
ció de pèrdues provoca una transformació de les corbes d’isofreqüència, que es
desvien de les formes esfèriques i el·lipsoïdals que s’associen amb les ones ordi-
nàries i extraordinàries respectivament. Tot allò es traduirà en nous i sorprenents
resultats [105].
Considerem les propietats dispersives de les DSWs suportades per un conjunt
1D de làmines semi-infinites d’un metall i d’un dielèctric, posades de forma
alterna. La multicapa periòdica MD està formada per diòxid de silici (d = 2.25)
i plata (m = −11.7 + i0.83, pres de la Ref. [106]) per a una longitud d’ona de
λ0 = 560 nm. Utilitzem la teoria del medi efectiu basada en l’aproximació
d’ona llarga per calcular la permitivitat del metamaterial anisòtrop al llarg del
seu eix òptic ||, que prenem com l’eix z, i la permitivitat en la seva direcció
normal, ⊥. En este cas, la part real de les permitivitats és positiva, donat que
f < 0.161, el qual addicionalment proporciona una birefringència positiva. A
més, hem considerat els casos on f > 0.0896, es a dir, metamaterials uniàxics on
la seva permitivitat perpendicular té una part real que satisfà ⊥ <  propiciant
l’existència de DSWs. En esta simulació numèrica hem considerat  = 1 que
correspon amb l’aire.
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En un anàlisi més realista, la permitivitat del metall és una constant complexa, i
per tant, la part imaginaria de les permitivitats || i ⊥ són diferents de zero. El
mateix ocorre per a les freqüències espacials ky i kz . El següent procediment es
pot utilitzar per trobar solucions de l’equació de Dyakonov: Per a una freqüència
espacial kz determinada al llarg de l’eix òptic del metamaterial, hem calculat les
freqüències espacials complexes ky que satisfan l’equació de Dyakonov. Este
mètode és vàlid ja que l’excitació de les ones superficials, donades en funció de
l’expansió d’ones planes de Fourier, es realitzen en un pla paral·lel a y = 0, i que
Im(ky) > 0 [100]. Com a resultat de fer ús d’un material uniàxic amb pèrdues,
les ones superficials no es poden propagar indefinidament i les DSWs decauen
amb una longitud de propagació LDSW = 1/2Im(ky).
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FIGURA 4.10: Corbes de dispersió per a solucions de l’equació de Dyakonov
considerant un metamaterial uniàxic amb permitivitats || = 2.625 + i0.005
i ⊥ = 0.576 + i0.100 per a una longitud d’ona λ0 = 560 nm. Observem
l’existència de dues famílies d’ones superficials polaritzades híbridament, per
a les quals la part real de κ, κo, i κe tenen un valor positiu, com es veu en els
requadres de la figura.
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A la Figura 4.10 representem la freqüència espacial Re(ky) de DSWs dissipatius
propagant-se a diferents freqüències axials kz sobre un metamaterial SiO2-Ag
amb pèrdues, on el factor d’ompliment del metall és f = 0.12. La localització
del camp ondulatori als voltants del pla x = 0 implica que les parts reals de κ,
κo, i κe prenen un valor positiu, com es pot veure en la Figura 4.10. Inicialment,
no necessitem imposar cap restricció a la part imaginaria [107]. Les solucions
de l’equació de Dyakonov amb significat físic es troben dins de dos dominis
espectrals. El primer domini espectral té una amplada compresa entre kz =
0.615k0 i kz = 0.753k0, on Re(ky) pren valors des de 0.639k0 fins 0.895k0,
el que estaria associat amb les DSWs calculades descartant les pèrdues. D’altra
banda, apareix un segon domini de solucions de Dyakonov amb una amplada
(de la freqüència espacial kz) major que està compresa des de 0.220k0 fins a
0.746k0. Esta nova família d’ones superficials, que ací anomenem DSWs de
tipus II, resulta ser el principal resultat del nostre estudi.
Per tal de proporcionar una visió més profunda en com la part imaginaria no
nul·la de la permitivitat porta a l’aparició de noves solucions de l’equació de
Dyakonov, convertim adiabàticament la part imaginaria en zero per tal de seguir
l’evolució de la branca de tipus I i especialment la branca de tipus II. Pel que fa
a les DSWs de tipus I, la corba de dispersió en el pla kz-Re(ky) no es modifica
substancialment així com els valors de la part real de κ, κo i κe. Addicional-
ment, Im(ky) s’esvairà al limit sense pèrdues, el que també ocorrerà per a la
part imaginaria de la constant de decaïment evanescent de cada camp ondula-
tori involucrat. Per contra, el desenvolupament d’estos paràmetres en el cas de
DSWs de tipus II difereix significativament. Ara κ, κo i κe seran transformades
contínuament en constants purament imaginàries que representen ones planes no
evanescents. En este cas, Re(ky) canviarà lleugerament però Im(ky) tendirà cap
a zero. En el límit no dissipatiu, la corba de dispersió resultant correspon a una
situació en la qual una ona plana homogènia es propaga en l’aire i incideix en la
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interfície isòtrop/anisòtrop, el que condueix a un acoblament perfecte entre les
ones ordinàries i extraordinàries sense la presència d’un senyal reflectit.
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FIGURA 4.11: Camp elèctric |Ey|, en unitats arbitraries, en les proximitats
de la interfície x = 0 per a ones superficials de Dyakonov propagant-se amb
una freqüència espacial: (a) kz = 0.67k0 associada amb la primera família
de DSWs, (b) kz = 0.67k0 i (c) kz = 0.40k0 corresponent a la nova família
d’ones superficials.
La Figura 4.11 mostra el mòdul de la component y del camp elèctric, |Ey|, en les
proximitats de la interfície x = 0 per a ones superficials amb polarització híbrida
propagant-se amb una freqüència espacial: (a) kz = 0.67 (ky = 0.752 + i0.0847
expressada en unitats de k0) associada amb DSWs (tipus I), (b) kz = 0.67 (ky =
0.397 + i0.136) i (c) kz = 0.40 (on ky = 0.562 + i0.035) corresponent a la nova
família d’ones superficials (DSWs de tipus II) que hem trobat en el nostre estudi.
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Les components x i z (no mostrades a la Figura) també estan localitzades als
voltants de x = 0. L’expressió analítica del camp elèctric per a DSWs de tipus
II és la mateixa que l’expressió que descriu les DSWs de tipus I, les quals poden
ser trobades en la Secció 4.2. Observem un fort confinament del camp prop de
la interfície isòtrop/anisòtrop en tots els casos, encara que les DSWs de tipus I
presenten un rendiment superior. Este fet també es pot deduir dels valors més alts
de les constants de decaïment evanescent calculades per a DSWs de tipus I i tipus
II, que es mostren en la Figura 4.10. A més, és evident una modulació a la cua
del camp evanescent a l’interior del medi anisòtrop amb pèrdues. Això és causat
per l’existència d’una part imaginaria no nul·la de les constants de decaïment
κo i κe, el que condueix a una mena d’efecte de bàtec entre l’ona ordinària i
l’extraordinària. Per contra, esta modulació no es pot observar en el medi isòtrop
ja que la penetració del camp està controlada per una sola constant κ.
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FIGURA 4.12: Longitut de propagació de DSWs de tipus I i tipus II
A la Figura 4.12 es mostra la longitud de propagació avaluada per DSWs de
tipus I i tipus II. Contràriament al que es pot intuir, les DSWs de tipus II poden
propagar-se per una distància més gran que les DSWs de tipus I, el que ocorre
en l’interval espectral comprès entre kz = 0.62k0 i kz = 0.65k0. D’altra banda,
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la longitud de propagació de les DSWs de tipus II pot fins i tot superar 1.3 µm a
valors baixos de la freqüència espacial kz . Això és causat pel fet que la part real
de κ és molt baixa dins d’esta regió espectral, el que porta a cues evanescents de
decaïment baixes en el medi isòtrop; vegeu la Figura 4.11(c) com una il·lustració
d’este efecte. Tot i que el pic es troba prop de la superfície x = 0, en este cas
el centroide de la intensitat del camp està severament desplaçat cap al material
sense pèrdues.
Per concloure, assenyalem que les solucions a l’equació de Dyakonov presenta-
des anteriorment són parcials en la mesura que la component z del vector d’ona
es manté amb valors reals. No obstant això, tot el conjunt de solucions inclou
tots els possibles vectors d’ona que compten amb un valor complex kx.
4.7 Resum
Mitjançant la resolució numèrica de les equacions de Maxwell, hem demostrat
l’existència d’ones de superfície amb polarització híbrida que poden propagar-se
de forma obliqua en el límit entre un material nanoestructurat plasmònic bicapa
i un material transparent isòtrop. No obstant això, quan anem a amplàries de
làmina realistes, trobem solucions que s’aparten significativament dels resultats
derivats directament de l’EMA i l’anàlisi de Dyakonov. De fet, per a l’existèn-
cia d’ones superficials, les nostres simulacions numèriques prescriuen l’ús de
materials isòtrops amb un índex de refracció més alt del que s’esperava fent ús
de l’EMA. A la pràctica, es pot assolir fàcilment un rang angular d’existència
ultra-ample per a estes ones. No obstant això, les DSWs disposen de longituds
de propagació d’elevades a moderades.
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Hem demostrat que un feix format únicament per DSWs es propaga al règim
de canalització. No obstant això, les pèrdues en el metall es tradueixen en una
atenuació significativa al llarg de la propagació en z, especialment per a les ones
superficials de Dyakonov no paraxials. Com a resultat, els DWPs s’eixamplen
a mesura que es propaguen, no a causa de la difracció, sinó a un procés que
té el mateix aspecte que la difusió, que és causada per un filtrat espectral que
es regeix per l’absorció del metall. Assenyalem que les propietats dels estats
lligats resultants canvien ràpidament amb l’índex de refracció del medi (subs-
trat) circumdant, el que suggereix possibles aplicacions per a sensors químics i
biològics.
Finalment, vam investigar numèricament les propietats de dispersió de les ones
de superfície de Dyakonov propagant-se en la interfície entre un medi isòtrop
sense pèrdues i un cristall uniàxic amb pèrdues, sent este últim resultat d’aplicar
l’aproximació de longitud d’ona llarga al metamaterial multicapa dielèctric/me-
tall. Vam arribar a la conclusió que la presència de l’absorció al medi anisòtrop
limita la longitud de propagació d’estes ones de superfície, però la dispersió
espacial i distribució del camp prop de la discontinuïtat del material varia lleu-
gerament. A més, hem trobat una nova família d’ones electromagnètiques les
quals estan confinades prop de la interfície isòtrop/anisòtrop i es propaguen de
forma obliqua a l’eix òptic del material birefringent. Estes ones de superfície, ací
encunyades com ones de superfície de Dyakonov de tipus II, no poden trobar-se
en una configuració de materials sense pèrdues. Inesperadament, la longitud de
propagació d’estos camps ondulatoris superficials podria superar la relacionada
amb les DSWs de tipus I.

Capítol 5
Ones superficials de Dyakonov
en medis hiperbòlics
5.1 Introducció
En este capítol es realitzarà una anàlisi exhaustiva de les DSWs que tenen lloc
en materials nanoestructurats MD que mostren dispersió hiperbòlica. Part d’es-
te capítol ha sigut publicat a la Ref. [108]; assenyalem que recentment nous
estudis sobre DSWs en metamaterials hiperbòlics han estat reportats per altres
autors [109]. A la primera part d’este capítol, el nostre enfocament posa l’èmfasi
en l’EMA. Amb estes condicions, es trobaran diferents règims i s’analitzaran a
fons. Estos règims inclouran DSWs amb dispersió no hiperbòlica. D’altra banda,
vorem com la hibridació de les ones de superfície permet un major confinament
prop de la interfície, en comparació amb els SPPs amb polarització TM pura. La
validació dels resultats es portarà a terme amb simulacions numèriques basades
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en el FEM. Ja vam demostrar que l’EMA es desvia greument en implementaci-
ons pràctiques. Els principals punts d’interès del nostre anàlisi seran els efectes
no locals deguts a la grandària finita de les capes i els efectes dissipatius deguts a
les pèrdues òhmiques als metalls. Mitjançant l’ús del FEM, prediem l’existència
d’ones superficials obliqües de llarg abast.
5.2 Ones superficials de Dyakonov en metamaterials amb
dispersió hiperbòlica
x
z
y
METAMATERIAL
PLASMÒNIC
e
d
e
m
kD
wm
wd
MEDI
ISÒTROP
FIGURA 5.1: Configuració esquemàtica en estudi, que consisteix en un me-
tamaterial MD semiinfinit amb dispersió hiperbòlica (x < 0) i un substrat
isòtrop (x > 0).
El sistema sota anàlisi es representa en la Figura 5.1. Un material isòtrop de
constant dielèctrica  es troba en el semi-espai x > 0. Omplint l’espai comple-
mentari, x < 0, considerem una estructura periòdica bicapa feta de dos materials
apilats alternativament al llarg de l’eix z. Concretament, un material transparent
amb constant dielèctrica d i amplada de la làmina wd és seguit per una làmina
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metàl.lica, esta última caracteritzada per la permitivitat m i amplada wm. Per
simplicitat, anem a suposar que els materials dielèctrics son no dispersius; de fet
agafem els valors  = 1 i d = 2.25 en les nostres simulacions numèriques. A
més, si fiquem un metall de Drude, la seva permitivitat (menyspreant l’amorti-
ment) es pot escriure com l’Eq. (2.17). Note’s que en este capítol, les freqüències
s’expressen en unitats de la freqüència de plasma, Ω = ω/ωp.
Des d’un punt de vista analític, les nostres ones de superfície es localitzen a
x = 0, les seves amplituds decauen conforme |x| → ∞, i en última instància,
han de satisfer les equacions de Maxwell. Per obtenir l’equació de dispersió de
les DSWs anem a procedir de la mateixa manera que a la Secció 4.2. Este és
un procediment simplificat que es basa en la caracterització del material nanoes-
tructurat plasmònic com un cristall uniàxic, el que ens permet establir l’equació
de difracció i obtenir el vector d’ona de la DSW kD = [0, ky, kz]. De nou, l’e-
quació de Dyakonov (4.9) proporciona el mapa espectral dels vectors d’ona kD.
Note’s que en este capítol, les freqüències espacials s’expressaran en unitats de
kp.
En el cas especial de que la propagació de l’ona de superfície siga de forma
perpendicular a l’eix òptic (kz = 0), de l’Eq. (4.9) obtenim l’equació següent:
κo + ⊥κ = 0. (5.1)
Al cas ⊥ < 0 i  < |⊥|, esta equació té la solució ben coneguda
ky = Ω
√
⊥
+ ⊥
, (5.2)
que s’assembla a l’equació de dispersió dels SPPs convencionals [Eq. (2.85)].
De fet ací tenim ones amb polarització TMx pura, com s’esperava. Val la pena
assenyalar que no hi han solucions de l’Eq. (4.9) en forma d’ones de superfície
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al cas de la propagació paral.lela amb l’eix òptic (ky = 0) per a metamaterials hi-
perbòlics: ⊥‖ < 0. Això vol dir que hi ha un valor llindar de ky per l’existència
d’ones de superfície. No obstant això, per a freqüències i factors d’ompliment
que fan que ⊥ < 0 i ‖ < 0, les solucions de l’Eq. (4.9) apareixen en la forma
d’ones superficials de Bloch [92], és a dir, per a ky = 0.
En el següent anàlisi de les DSWs tindrem en compte nanoestructures que es
comportaran de manera efectiva com a un metamaterial efectiu anisòtrop amb
permitivitat indefinida, és a dir, que ⊥‖ < 0. En este punt recomanem revisar
la Secció 3.4 que inclou les principals característiques dels medis hiperbòlics.
En este cas poden trobar DSWs en diferents règims, que depenen no només dels
elements de ¯ que caracteritzen el metamaterial, sinó que també de la permitivitat
del material isòtrop, . A continuació anem a descriure les diferents configura-
cions que governen les DSWs, analitzant en primer lloc el cas amb un índex de
refracció baix n =
√
, és a dir  < ‖ ( < ⊥) per a freqüències baixes (al vol-
tant de la freqüència de plasma), i prestant atenció després al cas amb un índex
de refracció alt.
5.2.1 Medi semiinfinit isòtrop amb índex de refracció baix
El primer que fem és analitzar el cas  < ‖ en el rang Ω < Ω1, on a més,
donat que f < 1/2, ⊥ < 0. Tinguem en compte que això es compleix si la
permitivitat  < d/(1 − f). Al medi efectiu uniàxic, les ones ordinàries són
purament evanescents, i és fàcil veure que κ < κo i també κe < κo. En estes
circumstàncies, tots els claudàtors en l’equació de Dyakonov (4.9) són positius
sempre que
κo + ⊥κe > 0. (5.3)
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Per cert, encara que l’Eq. (5.3) pot ser satisfeta si −⊥ < , en eixe cas no
podem trobar una solució estacionària de les equacions de Maxwell que satisfaça
l’equació Dyakonov. Això passa dins de la banda espectral Ω0 < Ω < Ω1, on
Ω0 =
1√
1 + /f + d(1− f)/f
. (5.4)
Tinguem en compte que en les nostres simulacions numèriques Ω0 = 0.292.
Per exemple, al cas límit  = −⊥, l’única solució de l’Eq. (4.9) es troba per a
ky →∞ i kz = 0, com es pot deduir directament a partir de l’Eq. (4.9).
En la Figura 5.2(a) i (b) il.lustrem l’equació de dispersió de les DSWs per dues
freqüències diferents en el rang 0 < Ω < Ω0. En estos casos, la corba de
dispersió de les DSWs s’acosta a una hipèrbola. Contràriament al que es mostra
en la Figura 5.2(b), en (a), ens trobem amb una banda prohibida al voltant de
kz = 0. En termes generals això es produeix si Ω < 0.271, on la freqüència
límit es determina per la condició
1
‖
− 1
⊥
=
1

. (5.5)
En este sentit assenyalem que les solucions híbrides prop de kz = 0 es veuen
limitades, a més, a la condició ky ≥ Ω√‖ [mire’s també l’Eq. (5.2)], que és
una condició necessària per a que κe tinga valors reals i positius. Finalment, un
cas similar al mostrat a la Figura 5.2(b) va informar-se per primera vegada a la
Figura 5(b) de la Ref. [56], encara que són evidents algunes discrepàncies.
Per determinar les asímptotes de la corba de dispersió de les DSWs de tipus
hiperbòlic, considerem el règim quasi-estàtic (Ω→ 0) on |kD| = kD  Ω. Sota
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FIGURA 5.2: Representació gràfica de l’Eq. (4.9), dibuixada en línia contínua,
que ens mostra la dispersió espacial de les DSWs que sorgeixen en la dispo-
sició de la Figura 5.1, a diferents freqüències: (a) Ω = 0.20, (b) Ω = 0.28, i
(c) Ω = 0.85. Ací, el metamaterial està caracteritzat per f = 0.25 i el medi
isòtrop és aire. Com a referència també incloem les equacions κ = 0 (línia de
punts) i κe = 0 (línia de traços). (d) Equació de dispersió per a les DSWs com
es dóna en (c) però ampliada sobre la regió d’interès. Els punts A, B, C, i SP
s’utilitzen en la Figura 5.3.
esta aproximació, κ = kD, κo = kD, i κe = ΘkD, on
Θ =
√
1−
(
1− ‖
⊥
)
sin2 θ, (5.6)
sent ky = kD cos θ, i kz = kD sin θ. Tinguem en compte que 0 ≤ Θ ≤ 1.
Mitjançant la inserció de totes estes aproximacions a l’Eq. (4.9), i duent a terme
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el límit kD → ∞, arribem directament a l’equació  + ⊥Θ = 0. L’última
equació indica que les solucions hiperbòliques de l’equació de Dyakonov poden
trobar-se sempre que ⊥ < 0 i addicionalment  < −⊥, el que succeeix al rang
Ω < Ω0. En este cas, les asímptotes segueixen l’equació kz = ky tan θD, on
tan2 θD =
2⊥ + 
2
−⊥‖ + 2
. (5.7)
Estes asímptotes estableixen un règim de canalització que condueix a una propa-
gació direccional col.lectiva de feixos de DSWs [56, 100, 110]. En este punt cal
recordar que les asímptotes de la corba de dispersió de les ones extraordinàries
(e), al pla kykz , tenen pendents donades per tan2 θe = −⊥/‖. En conseqüèn-
cia θD < θe, com s’il.lustra a la Figura 5.2(b), i al límit Ω → 0 (⊥ → −∞)
obtenim θD → θe.
A la banda d’alta freqüència Ω2 < Ω < 1, ens trobem que ‖ < 0 < ⊥.
Este cas el representem en la Figura 5.2(c). De manera similar al que passa a
les Figures 5.2(a) i (b), la corba de dispersió de les DSWs es troba sempre molt
pròxima a la corba κe = 0. Però ara esta creua la corba hiperbòlica de les ones
e en dos punts diferents, on les solucions de l’equació de Dyakonov comencen
i acaben respectivament. En comparació, l’interval angular de les DSWs torna
a ser significativament baix. Pel que sembla, la component z de kD tendeix a
aproximar-se a Ω
√
⊥ degut al domini simultani de les ones o i e. En general,
un lleuger augment de l’índex de refracció en el medi isòtrop empeny el vector
d’ona kD a valors més alts, el que porta a una enorme reducció en la corba de
dispersió de les ones de superfície. Com a conseqüència d’això, els materials
d’alt n donen lloc a condicions adverses per l’excitació DSWs al voltant de la
freqüència de plasma.
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FIGURA 5.3: Variació del camp magnètic (a) |Bx| i (b) |Bz| al llarg de l’eix x
per als punts A, B, i C assenyalats en la Figura 5.2. El camp està normalitzat a
la unitat al seu valor màxim absolut. Incloem el punt SP associat amb les ones
superficials TMx.
La Figura 5.3 ens mostra el camp magnètic per als punts A, B, i C, tots tres mar-
cats en la Figura 5.2. Representem també la component z del camp B que està
associat amb el punt SP que apareix en la Figura 5.2(b), i que correspon a un
plasmó de superfície (Bx = 0). Per als casos A i B el camp està estretament
confinat al voltant de la superfície x = 0, en un rang de poques unitats de 1/kp.
Tal localització és clarament més forta que la del plasmó de superfície que apa-
reix en Ω = 0.28 (a ky = 0.625). Això està causat per l’elevat valor del nombre
d’ona de la DSW, sent kD = 1.44 i 1.03 per als punts A i B, respectivament. Ex-
cepcionalment, el confinament més baix es produeix en Ω = 0.85 al fer l’elecció
C, tot i considerar una DSW amb un vector d’ona elevat kD = [0, 0.2, 1.07]. En
este cas, la interacció de les ones o i e, de decaïment lent, va en contra de la
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localització de l’ona de superfície.
5.2.2 Medi semiinfinit isòtrop amb índex de refracció alt
A continuació analitzem el cas quan ‖ <  en el domini espectral Ω < Ω1. Per
tant, la corba κ = 0 que caracteritza el medi isòtrop creua la corba de dispersió
TM z κe = 0 del metamaterial uniàxic. Tinguem en compte que el creuament
de les corbes és obligatori quan considerem materials amb permitivitats que son
totes positives, d’igual forma que a l’article pioner de Dyakonov [25, 30]. El
nostre cas actual revela algunes similituds amb les DSWs analitzades en la Sec-
ció 5.2.1. Per exemple, no es trobem solucions de l’equació de Dyakonov (4.9)
si addicionalment −⊥ < , que es produeix a Ω0 < Ω < Ω1. No obstant això,
hi ha algunes diferències, que són dignes d’esmentar.
A les nostres simulacions numèriques es va utilitzar un material dielèctric amb
 = 10, el que porta a Ω0 = 0.145. A la Figura 5.4(a) il.lustrem l’equació de
dispersió de les DSWs per a Ω = 0.1. Ací la corba de les DSWs també s’apro-
xima a una hipèrbola. En este exemple, però, no es troben bandes prohibides
prop de l’eix inclús per a freqüències baixes, i l’Eq. (4.9) proporciona solucions
per a qualsevol valor real de kz . Les Figures 5.4(b) i 5.4(c) mostren el perfil del
camp magnètic al llarg de l’eix x per a dos punts diferents (D i SP) de la corba
de dispersió. Un cop més, les ones de superfície híbrides (cas D) mostren un
confinament més estricte prop de la superfície de separació x = 0 que el que
ens dona la solució de l’Eq. (5.2) i que s’atribueix a plasmons de superfície amb
polarització pura TMx (cas SP).
Finalment assumint que ⊥ <  a una freqüència donada de la finestra espectral
Ω2 < Ω < 1, no hem trobat solucions de l’Eq. (4.9). Com es va discutir en
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FIGURA 5.4: (a) Solucions de l’Eq. (4.9) a una freqüència Ω = 0.10 per a un
medi isòtrop de permitivitat  = 10 i un metamaterial nanoestructurat compost
per un metall de Drude i un dielèctric amb d = 2.25. Hem representat les
corbes κ = 0 i κe = 0 amb línies puntejades i de traços respectivament. Perfil
del camp magnètic (b) |Bx| i (c) |Bz| al llarg de l’eix x al punt D mostrat en
(a), incloent el punt SP associat amb una ona superficial TMx.
la Secció 5.2.1, els valors grans de  van en perjudici de l’aparició d’ones de
superfície híbrides.
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5.3 Anàlisi d’un cas pràctic
5.3.1 Discussió sobre els efectes no locals
Una extensa discussió sobre els efectes no locals que apareixen en metamaterials
amb dispersió el.líptica es va presentar a la Secció 4.3. En el cas actual, de nou,
les ones de Bloch involucrades en la formació de les DSWs i degut a la no locali-
tat en el medi estructurat tenen un impacte en el vector d’ona kD en la interfície
x = 0, i a més també imposen condicions addicionals en esta frontera. Donat
que la introducció d’una permitivitat efectiva requereix algun tipus de camp mit-
jà normal a les capes de metall-dielèctric, l’excitació de camps evanescents en
el medi isòtrop vindrà fonamentalment governada pel valor de kD que determi-
na la constant d’atenuació κ. Però, la dispersió espacial també portarà a fortes
oscil.lacions del camp en tot el sistema [102, 111, 112]. Això significa que les
condicions de contorn convencionals imposades per l’equació det (Mi) = 0 ja
no són vàlides. Esta forta variació del camp ocorre en l’escala d’una sola capa.
En conseqüència, camps evanescents amb freqüències espacials molt superiors a
kD intervindran activament en el medi isòtrop molt a prop de la interfície. Com
veurem en les simulacions FEM que apareixen a la Secció 5.3.2, el predomini
d’estes components del camp d’alta freqüència és significatiu a la vora de les
làmines metàl.liques adjacents al medi isòtrop.
5.3.2 Simulacions amb el mètode dels elements finits incloent efectes
dissipatius
Seguint el mateix procediment donat al Capítol 4 tot seguit analitzem els efec-
tes dissipatius en les parts metàl.liques del nostre sistema. Tenint en compte les
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pèrdues òhmiques, la permitivitat m es converteix en un valor complex. Com
es mostra a la Secció 4.4, les tècniques numèriques per resoldre les equacions de
Maxwell semblen ser les eines convenients per tal de proporcionar una caracte-
rització adequada de les DSWs en materials nanoestructurats MD realistes.
Per a fer front a este problema, avaluem numèricament el valor de ky per a un
determinat nombre d’ona de Bloch kz . Atès que la part imaginària de m ja
no la menyspreem, ky es torna complex. Això significa que la DSW no pot
propagar-se indefinidament; Im (ky) denota el factor d’atenuació de l’ona de
superfície al llarg de la vora ocupada pel material nanoestructurat MD. A les
nostres simulacions numèriques considerem una DSW dissipativa propagant-se
a la interfície d’un material nanoestructurat de Ag-PMMA amb una longitud
d’ona de λ = 560 nm (freqüència normalitzada Ω = 0.28), i un medi isòtrop
circumdant (aire). En conseqüència  = 1, d = 2.25, i m = −11.7 + 0.83ı
(sent-hi ωp = 12.0 rad/fs) [106]. Per al material nanoestructurat plasmònic te-
nint en compte la nanotecnologia actual, com a cas pràctic, agafem wm = 9 nm
i f = 0.25.
El nostre enfocament computacional és mitjançant el programa COMSOL Mul-
tiphysics. Així, donat kz = 0.25, que s’associa amb el punt B a la Figura 5.2(b),
calculem la constant de propagació complexa: ky = 0.70 + 0.06ı. Els detalls
d’estes simulacions es poden trobar a l’Apèndix A. Assenyalem que l’Eq. (4.9)
prediu un valor ky = 0.85 + 0.24ı; a més, menyspreant les pèrdues en l’equació
de Dyakonov s’obté, com es mostra a la Figura 5.2(b), ky = 1.00. El nostre ex-
periment numèric demostra un “corriment al roig” en la constant de propagació
degut als efectes no locals. D’altra banda, la part imaginaria Im(ky) disminueix
considerablement (aproximadament en una proporció 1/4) en comparació amb
les estimacions de l’EMA. Este important resultat fa possible la propagació de
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FIGURA 5.5: Gràfiques dels camps magnètics (a) |Bx| i (b) |Bz| al pla xz,
calculats utilitzant el FEM. El metamaterial hiperbòlic està a l’esquerra, i es
representa un únic període. També dibuixem els camps al llarg del centre de la
làmina dielèctrica (1), el centre de la làmina metàl.lica (2), i un pla que conté
la interfície d’Ag-PMMA (3).
les DSWs al llarg de distàncies significativament majors a les previstes per l’a-
proximació de longitud d’ona llarga.
La Figura 5.5 ens mostra el camp magnètic B de la DSW en el pla xz. El patró
calculat en una cel.la revela clarament els efectes no locals. Al llarg de l’eix
z, és evident la variació brusca de B a l’interior del material nanoestructurat,
en contrast amb els supòsits que impliquen l’EMA. El camp no pot penetrar
completament en el metall, i es concentra no només en la interfície plata-aire,
sinó que també a les interfícies de Ag-PMMA sobre x = 0. De fet, a partir
de les simulacions fetes amb el FEM, la relació entre max|Bx| i max|Bz| dona
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0,80, considerablement més alta que el seu valor predit per l’EMA (igual a 0,37).
Això demostra un augment del camp a les parets de les làmines metàl.liques i
dins de les nanocapes dielèctriques, minimitzant els efectes de dissipació en el
metamaterial amb pèrdues. Finalment, el camp distribuït al llarg de l’eix x és
anàleg en tots els casos, també comparat amb els resultats basats en l’EMA.
5.4 DSWs en bandes prohibides de medis hiperbòlics
En les seccions anteriors hem demostrat que la presència de nanoelements me-
tàl·lics condueix a efectes no locals i efectes de dissipació, que reformen la di-
nàmica de propagació del senyal de superfície. En esta secció examinem les
condicions extraordinàries favorables que poden aparèixer a la banda prohibida
en medis laminats metall-aïllant per a l’existència de DSWs. Com es va infor-
mar a fons en la Ref. [113], el control de les bandes secundàries mitjançant la
regulació de la geometria del cristall plasmònic indueix una anisotropia òptica
controlada, que és clarament diferent al règim hiperbòlic prescrit que es desen-
volupa mitjançant l’EMA, però, ajudant a la presència de DSWs en la interfície
entre el dit metamaterial hiperbòlic i un aïllant.
Aquí considerem una ona que es propaga en la superfície d’una xarxa Ag-Ge,
on el medi envolvent que està situat per sobre de la xarxa metàl·lica estarà for-
mat per SiO2. A les nostres simulacions numèriques considerarem el germani
i el diòxid de silici amb permitivitats 1 = 18, 3 i  = 2, 08 en una longitud
d’ona λ0 = 1550 nm, respectivament [106, 114]; la permitivitat de la pla-
ta s’estableix com 2 = −100, 8 + ı8, 2 [115]. Si el factor d’ompliment de
metall fora f = 0, 25, les permitivitats eficaces del metamaterial anisòtrop se-
rien ⊥ = −11, 48 + ı2, 05 i || = 25, 96 + ı0, 14 a una longitud d’ona de
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FIGURA 5.6: Corba d’isofreqüències per a DSWs hiperbòlics (incomplets),
que són solucions de l’equació de Dyakonov per a diferents factors d’ompli-
ment del metall que van des de 0.175 fins 0.325 (amb increments de 0.025).
Requadre: Dispersió en el medi hiperbòlic amb f = 0.25
λ0 = 1550 nm. Les pèrdues en la plata ens condueix cap permitivitats com-
plexes, però, podríem utilitzar 2 = −100, 8 sense tenir en compte la seva part
imaginària, la qual cosa permet que ⊥ = −11, 48 i || = 25,97 (s’acosta Re ⊥
i Re ||, respectivament) per a l’avaluació numèrica del vector d’ona superficial
(ky, kz). A la Figura 5.6 mostrem les solucions de l’equació de Dyakonov per
al nostre metamaterial hiperbòlic Ag-Ge de tipus II amb f = 0, 25 i alguns al-
tres factors d’ompliment. La corba de dispersió dels DSWs descriu una corba
hiperbòlica incompleta, trobant un punt final amb la condició κe = 0, on l’ona
extraordinària trenca el seu confinament a les proximitats de la interfície isòtrop-
uniaxial [108].
Considerem una nanoestructura realista que consisteix en làmines de plata amb
w2 = 40 nm intercalades entre capes de Ge ambw1 = 120 nm, mantenint així un
factor d’ompliment metàl·lic de f = 0.25 con es va analitzar anteriorment. A la
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FIGURA 5.7: Gràfiques de contorn d’isofreqüències TE i TM per a modes de
Bloch per al medi hiperbòlic amb w1 = 120 nm i w2 = 40 nm, a una longitud
d’ona λ0 = 1550 nm, demostrant l’existència d’una banda prohibida (regió
ombrejada) i l’extinció del règim hiperbòlic per sota de la freqüència norma-
litzada kt = 5.8. Per claredat menyspreem les pèrdues de la plata imposant
2 = −100.8.
Figura 5.7 representem l’equació de dispersió de la nanoestructura 1D periòdica
per a ones polaritzades TE i TM. Per claredat, considerem valors reals de 2
per tal de poder utilitzar freqüències espacials reals kt =
√
k2x + k
2
y i nombres
d’ona de Bloch kz , tots en unitats del nombre d’ones al buit k0 = 2pi/λ0. Tot i
que el material està composat de nanocapes metall-aïllant amb dimensions sota
la longitud d’ona, apareix una banda prohibida en el rang que va des de kt =
1.49 fins kt = 5.01. Una primera banda TM amb característiques similars a
l’hiperbòlica domina a altes freqüències en el pla kt,però l’extinció del règim
hiperbòlic es evident més enllà de kt = 5.8. A més, una segona banda emergeix
per als modes TM de Bloch, els quals tenen una moderada anisotropia, el que
es demostra amb les corbes de dispersió gairebé el·líptiques (amb permitivitats
efectives positives) i birefringència positiva. Encara més, la dispersió dels modes
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TE és aproximadament isòtropa. Concloem que les condicions satisfactòries per
a l’existència de d’ones superficials de tipus Dyakonov les podem trobar a prop
de la segona banda TM.
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FIGURA 5.8: Representació gràfica de la corba de dispersió dels DSWs, repre-
sentada amb línies de color púrpura. Com a referencia, incloem les solucions
de l’equació de dispersió a kx = 0 en SiO2 (línia solida verda) i en la nanoes-
tructura periòdica per als modes TE (línia roja discontinua) i TM(línia sòlida
blava).
Per tal d’obtenir les corbes de dispersió i els camps d’ones associats amb els
DSWs, seguirem el mateix procediment de càlcul indicat a les Refs. [100, 108].
A la Figura 5.8 representem gràficament la constant de propagació dels DSWs
kz en termes de la freqüència espacial ky al pla, caracteritzant la propagació
obliqua de l’ona superficial. Com a referencia també incloem les solucions de
l’equació de dispersió a kx = 0 en SiO2 (línia solida verda) i en la superestruc-
tura periòdica Ag-Ge (línia roja discontinua i línia sòlida blava) que indiquen els
camps EM amb constant d’esmorteïment nul·la (per als modes TE i TM) tant
al medi isòtrop com al medi hiperbòlic respectivament. Com a resultat d’haver
utilitzat un metamaterial anisòtrop amb pèrdues, les ones superficials no poden
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propagar-se indefinidament i els DSWs s’esmorteixen amb una longitud de pro-
pagació LDSW . Les ones superficials de tipus Dyakonov amb Im(kz) més alt
(LDSW més curta) succeïxen per als valors més alts de la freqüència espacial
ky. Atribuïm les longituds de propagació més curtes als camps evanescents amb
constants d’esmorteiment més baixes i per tant penetraran més profundament a
dins del compost absorbent metall-aïllant.
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FIGURA 5.9: Valor absolut del camp magnètic Hx conforme varia al llarg
de l’eix x, per al cas particular d’una freqüència espacial (a) ky = 2.4, (b)
ky = 1.8, (c) ky = 1.2, i (d) ky = 0.6. Prenem el perfil del camp incloent el
cantó inferior de la làmina de Ag.
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Per al cas particular on la freqüència espacial transversal ky = 2.4, obtenim
que la constant de propagació (al llarg de l’eix òptic) del mode superficial pren
un valor kz = 0.14 + i0.70, per al que representem a la Figura 5.9(a) el valor
absolut de Hx avaluada al llarg de la interficie Ag-Ge més baixa. Atribuïm la
curta longitud de propagació d’esta ona superficial, LDSW = 180 nm, a la llarga
profunditat de penetració dins del compost metàl·lic, arribant a algunes micres.
A prop del pic principal lleugerament desplaçat cap al metamaterial anisòtrop,
com s’esperava, no es produeixen esclats irregulars originades per una activitat
interferencial que donen lloc a oscil·lacions d’alta freqüència curts però intensos
en el camp EM. Per tal de reduir la influència de les pèrdues de metall i per tant
per augmentar la longitud de propagació de la DSWs, anem a desplaçar cap al
roig la freqüència espacial ky [100]. Això últim implica que la direcció de propa-
gació de la DSW girarà cap a l’eix z que marca l’orientació de la periodicitat de
la xarxa. A la Figura 5.9 també representem |Hx| per (b) ky = 1, 8, (c) 1.2 i (d)
0.6, el que resulta en una constant de propagació per al DSW kz = 0, 62+ ı0, 29,
1.02+ı0, 16 i 1, 28+ı0, 04, respectivament. És evident que una disminució de la
part imaginària de kz es regeix pel desequilibri del camp de l’ona transversal que
es transfereix cap al material isòtrop semi-infinit. Alhora, la corba de dispersió
dels DSWs s’aproxima a la corba de isofreqüència kx = 0 per al medi isòtrop,
com es veu a la Figura 5.8, revelant una caiguda de la constant d’esmorteïment
al SiO2.
Per tal d’obtenir una visió completa de les característiques d’aquests DSWs, a la
Figura 5.10 es traça el contorn del camp magnètic Hx a la cel·la unitat completa
de la retícula de metall-aïllant per a diferents freqüències espacials ky. El camp
és més gran en les interfícies d’Ag-Ge, que mostra oscil·lacions harmòniques
amortides, sempre que ens movem lluny de la interfície SiO2. L’origen d’aquest
fenomen sembla residir en la interferència de dos modes quasi-guiats que estan
confinats en cada nanocapa de germani. Per tant, observem un bateig dels modes
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FIGURA 5.10: Distribució del camp magnètic |Hx| al pla xz, prenent una
única cel·la unitat de la multicapa metall-aïllant, per a DSWs amb freqüència
espacial (a) ky = 2.4, (b) ky = 1.8, (c) ky = 1.2 i (d) ky = 0.6. La longitud
de la barra blanca és 200 nm.
evanescents excitats TMz a la nanoguia Ag-Ge-Ag. Com a conclusió, hi ha una
forta localització del camp electromagnètic als voltants de la interfície d’Ag-
SiO2, que es porta a terme principalment per la component z del camp magnètic
(no mostrat a la Figura 5.10). Este efecte plasmònic gairebé ressonant serveix
per aconseguir pics d’intensitat extrema.
5.5 Resum
En este capítol hem mostrat que l’excitació de DSWs en la interfície d’un die-
lèctric isòtrop i un metamaterial hiperbòlic dóna lloc a diferents règims de pro-
pagació. A baixes freqüències, les DSWs exhibeixen l’anomenada dispersió hi-
perbòlica [56]. Això passa, exclusivament, sempre que 0 <  < −⊥. Per
contra, trobem restriccions severes a altes freqüències, on ‖ < 0 < ⊥ (dis-
persió hiperbòlica de dues fulles). La corba de dispersió de les DSWs creua la
corba hiperbòlica de l’ona extraordinària en dos punts diferents, en les quals les
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solucions de l’equació de Dyakonov comencen i acaben. En comparació amb el
cas anterior, el rang espectral de DSWs torna a ser significativament baix.
Assenyalem que el camp de les DSWs segueix fortament confinat prop de la
superfície x = 0. Tal localització és encara més forta que el confinament del
plasmó de superfície (TMx) que apareix en kz = 0.
Seguidament analitzem els efectes no locals i de dissipació causats per l’ample
finit i pèrdues òhmiques de les nanocapes metàl.liques, respectivament. Com a
aplicació pràctica es va avaluar l’existència de DSWs dissipatives en la interfície
d’un material nanoestructurat Ag-PMMA i aire. Els resultats del nostre experi-
ment numèric basat en el FEM demostren un “corriment al roig” en la constant
de propagació degut als efectes no locals. D’altra banda, el camp es veu reforçat
en les parets de les pel·lícules metàl·liques i dins de les nanocapes dielèctriques,
minimitzant-se els efectes de dissipació en el metamaterial amb pèrdues.
Finalment, s’ha demostrat que l’existència de les ones de superfície de Dyako-
nov en certs règims hiperbòlics pot eixir-se del règim de longitud d’ona llarga.
En presència d’una estructura múltiple de bandes, les corbes de dispersió d’u-
na banda secundària s’ajusten a la birefringència positiva apropiada que poden
trobar-se en tots els materials dielèctrics, imitant així les condicions convencio-
nals per a l’existència de les ones de superfície de Dyakonov. El camp amortit
dins el metamaterial presenta un fenomen de bàtec. Els nostres resultats confir-
men que l’excitació d’ones superficials de Dyakonov és concebible en règims no
explorats; en el nostre cas es troba simplement manipulant la geometria de les
nanoestructures periòdiques.

Capítol 6
Conclusions i perspectives
6.1 Conclusions
En esta Tesi hem tractat de donar algunes respostes a les preguntes establertes
sobre la propagació de les ones de superfície de Dyakonov propagant-se en la
interfície entre un material dielèctric isòtrop i un metamaterial MD.
En primer lloc hem presentat una anàlisi teòrica/numèrica completa de les corbes
de dispersió en els materials nanoestructurats MD semi-transparents, incloent
els resultats basats en l’EMA. Trobem una enorme birefringència en este tipus
de metamaterials, que pot conduir a règims hiperbòlics sota algunes condicions
apropiades.
A continuació, hem demostrat que existeixen ones de superfície amb polarització
híbrida que poden propagar-se de forma obliqua en la interfície entre un meta-
material bicapa plasmònic i un material isòtrop transparent. No obstant això,
la consideració d’una amplada realista de les làmines condueix a solucions que
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s’aparten significativament dels resultats que es deriven directament de l’EMA
i l’anàlisi de Dyakonov. A la pràctica, és fàcilment assolible un rang angular
ultra ample d’existència de les ones de superfície. A més, les DSWs presenten
una longitud de propagació de gran a moderada. De fet, un DSW s’eixampla a
mesura que es propaga, no a causa de la difracció sinó degut a un filtrat espectral
imposat per l’absorció del metall.
També vam analitzar mitjançant càlcul numèric les propietats de dispersió de les
ones de superfície de Dyakonov que es propaguen en la interfície entre un me-
di sense pèrdues isòtrop i un cristall uniàxic amb pèrdues, este últim resultant
d’aplicar de l’EMA al metamaterial multicapa dielèctric/metall. Es conclou que
la presència de l’absorció en el medi anisòtrop limita la longitud de propaga-
ció d’estes ones de superfície, però la distribució i dispersió del camp espacial
prop de la discontinuïtat del material varia lleugerament. A més, hem trobat una
nova família d’ones electromagnètiques confinades als voltants de la interfície
isòtrop/anisòtrop i que es propaguen de forma obliqua a l’eix òptic del material
birefringent. Estes ones de superfície, ací encunyades com ones superficials de
Dyakonov de tipus II, no es poden trobar si utilitzem materials sense pèrdues.
Finalment hem demostrat que l’excitació de les DSWs a la interfície d’un die-
lèctric isòtrop i un metamaterial hiperbòlic es pot donar per a diferents règims
de propagació. A baixes freqüències, les DSWs exhibeixen la ben coneguda
dispersió de tipus hiperbòlica. Per contra, a altes freqüències on el metamate-
rial exhibeix una dispersió hiperbòlica de tipus I trobem greus restriccions. En
comparació amb el cas anterior, el rang espectral de les DSWs torna a ser signi-
ficativament baix. D’altra banda, els materials amb alt n donen lloc a condicions
adverses per a l’excitació de DSWs.
Assenyalem que el camp de les DSWs segueix fortament confinat prop de la
interfície dielèctric/metamaterial. Cal destacar que la localització d’estes ones
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és fins i tot més intensa que el confinament dels plasmons de superfície purs.
D’altra banda, els nostres experiments numèrics basats en el FEM demostren un
"desplaçament cap al roig" a la constant de propagació causada per efectes no
locals. A més, el camp ha augmentat en les parets de les pel.lícules metàl.liques
i dins de les nanocapes dielèctriques, minimitzant els efectes dissipatius en el
metamaterial amb pèrdues. Com a conseqüència, les DSWs es propaguen al llarg
de distàncies significativament més llargues que les predites per l’aproximació
de la longitud d’ona llarga.
Addicionalment s’ha demostrat que l’existència de les ones de superfície de
Dyakonov en certs règims hiperbòlics pot eixir-se de l’EMA. En presència d’una
estructura múltiple de bandes, les corbes de dispersió d’una banda secundària
s’ajusten a la birefringència positiva apropiada que poden trobar-se en tots els
materials dielèctrics, imitant així les condicions convencionals per a l’existència
de les DSWs. El camp amortit dins el metamaterial presenta bàtecs òptics. Els
nostres resultats confirmen que l’excitació d’ones superficials de Dyakonov és
concebible en règims encara no explorats; en el nostre cas es troba simplement
manipulant la geometria de les nanoestructures periòdiques.
Per concloure, assenyalem que les propietats de les DSWs canvien ràpidament
amb l’índex de refracció del medi que l’envolta, el que suggereix possibles apli-
cacions en la detecció química i biològica i en nanoimatge.
6.2 Perspectives
Encara que s’ha fet un gran esforç per tal de mostrar els principals aspectes de la
propagació de les ones de superfície híbrides de Dyakonov a la vora dels meta-
materials MD multicapes, encara continuen obertes algunes preguntes. Algunes
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d’elles tenen clares implicacions en els fonaments teòrics però algunes altres es
refereixen a aplicacions com la detecció i la guia d’ones.
Un problema que pot ser interessant resoldre es basa en la unicitat de les solu-
cions donades en esta Tesi considerant que el metamaterial homogeneïtzat exhi-
beix dispersió el.líptica per ones amb polarització TM . Provocada per els efectes
no locals, una branca del hiperboloide coexisteix juntament amb l’el.lipsoide de
revolució esmentat. En este cas, es podria pensar que sorgiran noves solucions
relacionades amb esta branca plasmònica, de la mateixa manera que es troben en
metamaterials purament hiperbòlics. Les propietats de dispersió i confinament
espacial d’estes solucions serien també objecte de comparació i anàlisi.
D’altra banda, destaquem l’existència dels així anomenats "Spoof Plasmons" [116,
117]. Encara que una superfície plana perfectament conductora no suporta estats
lligats, la presència de qualsevol imperfecció periòdica de la superfície plana (per
exemple, matrius 1D de ranures) provoca l’aparició d’estats lligats superficials
que tenen fortes similituds amb els SPPs canònics d’una superfície metàl.lica pla-
na. La pregunta ara és si es poden trobar també ones de superfície de Dyakonov
amb polarització híbrida que es propaguen en este tipus de superfícies corruga-
des.
Finalment, les aplicacions orientades a la detecció requereixen d’un coneixement
profund de les condicions opto-geomètriques per a l’excitació de les DSWs. En
este context, la coincidència de fases a les DSWs es pot aconseguir en un siste-
ma de tres capes que consisteix en una pel.lícula de metamaterial prima ficada
entre dos aïllants de diferents constants dielèctriques. Per tant, l’esquema d’aco-
blament implica la penetració dels camps del feix d’excitació a la interfície del
metamaterial/dielèctric on l’excitació de les DSWs tenen lloc. Dues geometries
diferents són possibles per a l’acoblament. La configuració més comuna és el
mètode de Kretschmann. Altra geometria és la configuració d’Otto. A més, el
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desajustament entre la component en el pla del moment dels fotons incidents i el
vector d’ona de la DSW també es pot superar mitjançant el gravat en, o bé la part
metàl.lica o en la part dieléctrica de la interfície, amb una xarxa de ranures poc
profundes. Com s’ha demostrat amb els SPPs, totes estes disposicions poden ser
útils per al sensat produït per DSWs, fet que esperem validar al futur pròxim.

Apèndix A
Simulació numèrica amb
COMSOL Multiphysics 3.5a
A.1 Què és COMSOL Multiphysics?
Els fenòmens físics, en la seva majoria, poden ser analitzats a través d’equacions
diferencials parcials (EDP). A l’hora de resoldre estes EDP existeixen infinitat
de tècniques i mètodes, un dels més emprats, per la seva flexibilitat i potència, és
el mètode FEM.
El programa COMSOL és, de forma general, un entorn interactiu que permet
modelar i resoldre tota classe de problemes de caràcter científic o d’enginyeria
basats en EDP a través del mètode FEM. En COMSOL l’usuari pot definir-se el
sistema de EDP que representa al seu model físic o bé utilitzar algun dels mòduls
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especialitzats que disposa el programa. Aquests mòduls consisteixen en planti-
lles prèviament definides i interfícies d’usuari preparades amb les equacions i
variables per a les àrees de l’aplicació específica.
En el nostre cas particular utilitzarem el mòdul RF que proporciona un entorn
únic per a la modelització de components i sistemes que treballen amb la propa-
gació d’ones electromagnètiques en 2D i 3D. Este mòdul és útil per al disseny de
component en pràcticament totes les àrees on es treballa amb ones electromag-
nètiques, com ara:
• Antenes.
• Guies d’ones i ressonadors de cavitat en enginyeria de microones.
• Fibres òptiques.
• Cristalls fotònics.
• Dispositius actius en fotònica.
• Medis actius.
A.2 Plantejament bàsic del problema a resoldre
En un medi sense propietats magnètiques, sense càrregues lliures ni corrents i in-
variant a translacions al llarg de la direcció y, açò és,  (x, y, z) =  (x, z) (veure
Figura A.1), la solució més general possible per a les equacions de Maxwell és
una combinació lineal de camps de la forma:
H (x, y, z, t) = h (x, z) exp (−ıkyy) exp (ıωt), (A.1a)
E (x, y, z, t) = e (x, z) exp (−ıkyy) exp (ıωt), (A.1b)
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FIGURA A.1: Esquema bàsic d’un medi amb simetria axial.
sent ky el nombre d’ona en la direcció y. Note’s que en este apèndix hem escollit
que la variació amb t dels camps harmònics siga de la forma exp (ıωt), ja que
este és el criteri que segueix COMSOL.
En estes condicions, únicament 2 de les 6 components del camp electromagnè-
tic són independents. Així, en particular, les components transversals del camp
magnètic ht = (hx, hz) satisfan la següent equació d’ona:
∇t (∇t · ht)− rt · ∇t ×
(
1
yy
∇t × ht
)
+ k20rt · ht = k2yht, (A.2)
on k0 és el nombre d’ona en el buit i ∇t = (∂x, ∂z) és el gradient transversal. A
més s’ha considerat la possibilitat que el medi siga anisòtrop transversalment:
 = 0

xx 0 xz
0 yy 0
zx 0 zz
 , rt =
[
xx xz
zx zz
]
. (A.3)
Resolent este sistema de EDP, tenint en compte les condicions de frontera ade-
quades i els lligams que imposen les equacions de Maxwell, s’obté la solució
completa al problema.
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En el nostre cas les configuracions que ens plantegem són dos. En primer lloc la
geometria proposada originalment per Dyakonov [25]:
FIGURA A.2: Configuració esquemàtica plantejada per Dyakonov al seu ar-
ticle [25], que consisteix en un cristall anisòtrop semiinfinit amb permitivitat
dielèctrica en forma de tensor ¯ (x > 0) i un substrat isotròpic semiinfinit
(x < 0) amb permitivitat  constant.
Esta estructura presenta invariància a translacions en les direccions y i z, pel que
les solucions més generals seran de la forma:
ht (x, y, z, t) = ht (x) exp (−ıkzz) exp (−ıkyy) exp (ıωt). (A.4)
D’entre estes cercarem únicament aquelles amb forma d’ones de superfície, açò
és, que a més complisquen la condició |ht (x) ||x|→∞ = 0 . Tot això es traduirà
que solament existiran solucions d’este tipus per a un rang limitat de valors del
vector d’ona de Dyakonov, kD = (0, ky, kz).
La segona geometria és la que hem proposat i estudiat en els Capítols 4 i 5 i la
podem vore en la Figura A.3. Esta configuració presenta novament invariància al
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FIGURA A.3: Configuració esquemàtica plantejada als Capítols 4 i 5 que con-
sisteix en un material nanoestructurat MD semiinfinit amb permitivitats die-
lèctriques m i d (x > 0) respectivament i un substrat isotròpic semiinfinit
(x < 0) amb permitivitat  constant.
llarg de la direcció y, però ara a més és periòdica en la direcció z. Les solucions
seran de la forma:
ht (x, y, z, t) = ut (x, z) exp (−ıkzz) exp (−ıkyy) exp (ıωt), (A.5)
on kz serà un vector de Bloch (vege’s la Secció 3) i ut una funció periòdica
en z, ut (x, L) = ut (x, 0), sent L el període del material nanoestructurat MD.
Cercarem, novament, ones de superfície, |ut (x, z) ||x|→∞ = 0, el que únicament
se satisfarà per a un conjunt limitat de valors de (ky, kz).
Una vegada plantejades les EDPs a resoldre i les condicions a exigir vegem com
ho hem implementat en el COMSOL.
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FIGURA A.4: Captura de pantalla de COMSOL Multiphysics 3.5a mostrant
les eleccions triades.
A.3 Simulació numèrica amb COMSOL
Per als dos tipus de geometries el punt de partida és el mateix, vam emprar el
mòdul RF amb les opcions que es detallen en la Figura A.4
Amb esta elecció la interfície d’usuari consisteix en un espai bidimensional en
el qual es poden definir diferents subestructures de permitivitats (1, 2, 3, · · · )
dielèctriques anisòtropes embegudes en un substrat que també pot ser anisòtrop
(s), tota l’estructura es considera invariant al llarg de la direcció y (Figura A.5).
Per defecte, en les fronteres exteriors de la regió de treball s’imposa que el camp
magnètic transversal és nul, mentre que en les fronteres interiors s’exigeix la seva
continuïtat. El programa cerca, sota estes condicions, solucions de l’Eq. (A.2)
per a les components (hx, hz) del camp magnètic i la seva corresponent constant
de propagació ky, a l’estil d’una equació de valors i vectors propis. Passem a
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FIGURA A.5: Captura de pantalla d’una simulació en COMSOL Multiphy-
sics 3.5a on podem vore clarament tant les fronteres interiors i exteriors. A
més s’indica les diferents permitivitats que podem aplicar a les nostres regions
interiors  = (1, 2, 3, · · · ) encercades per un substrat amb permitivitat s
analitzar les modificacions que en esta situació de partida hem hagut de realitzar
per a resoldre les nostres dues configuracions.
A.3.1 Ones superficials de Dyakonov
En la Figura A.6 es mostra la geometria 2D que hem emprat per a modelar, en
el COMSOL, les ones de Dyakonov. El domini o àrea de treball consisteix en
una caixa rectangular ocupada completament per dos medis, un isòtrop, el de
l’esquerra, l’altre, el de la dreta, un material uniàxic. Les solucions de tipus
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FIGURA A.6: Captura de pantalla d’una simulació en COMSOL Multiphysics
3.5a preparada per obtindre la solució que busquem. Hem destacat el dos
medis i les fronteres exteriors i l’interior.
ona superficial, han de satisfer, com ja hem comentat, l’Eq. (A.4) i decaure en la
direcció x al allunyar-se de la superfície de separació entre ambdós medis. Si fem
la caixa prou ampla, els camps solució que anem cercant seran pràcticament nuls
en les fronteres exteriors verticals i satisfaran doncs les condicions de frontera
que imposa el programa per defecte. El mateix succeirà en la frontera interior,
on el programa exigeix la continuïtat dels camps.
Quant a les fronteres exteriors horitzontals, anem a imposar de manera artifici-
al una condició periòdica de tipus Bloch [ht(x, Lz) = exp (−ıkzLz)ht(x, 0)].
D’esta manera estem exigint que la dependència en z dels camps solució siga de
la forma que desitjàvem, exp (−ıkzz), on el valor de kz serà un paràmetre més
de la simulació. Atès que en realitat l’estructura és invariant en z, l’altura de
la caixa (Lz) pot prendre un valor qualssevol. Nosaltres, generalment, triarem
un valor molt menut amb la finalitat de minimitzar les dimensions de l’àrea de
treball i per tant el consum de recursos informàtics de la simulació (memòria i
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FIGURA A.7: Captura de pantalla d’una simulació en COMSOL Multiphy-
sics 3.5a preparada per obtindre la solució que busquem amb la segona confi-
guració de partida. Indiquem el medi isòtrop i el medi uniàxic, a més de les
fronteres exteriors i l’interior.
temps de còmput). Escollint diferents valors de kz i emprant el COMSOL per a
obtenir el valor de ky (i les components del camp hx i hz ) que satisfà l’Eq. (A.2),
en cada cas, podem construir la corba de dispersió del vector d’ona de Dyakonov,
kD = (0, ky, kz).
Donada la simetria del problema, podem escollir com configuració de partida la
mostrada en la Figura A.7 i amb un procés similar al descrit anteriorment obtenir
la corba de dispersió del vector kD. Amb la particularitat que en este cas, ky serà
un paràmetre que nosaltres podem triar i kz el resultat de la simulació.
Ambdues formes d’abordar el problema són equivalents quan els medis no tenen
pèrdues, però quan es consideren medis amb permitivitats dielèctriques comple-
xes, el triar una o altra manera de resoldre el problema implica estar escollint el
tipus d’experiment que es simula. Així en el primer plantejament, triem kz ∈ <
124
i la solució de les EDP ens proporciona (en els casos en els quals existisca) el va-
lor de ky complex que li correspon, mentre que amb el segon, escollim un valor
real para ky i el resultat de la simulació serà un valor de kz complex.
El poder simular el problema original de Dyakonov amb el COMSOL resulta
interessant, ja que, d’una banda, ens permet comprovar les nostres simulacions, i
per l’altra, ens serveix d’ajuda a l’hora de prendre decisions sobre les grandàries
de la caixa i el mallat al abordar l’estructura proposada en el Capítol 4.
A.3.2 Ones superficials de Dyakonov en materials nanoestructurats
MD
Per a modelar la nanoestructura proposada en el Capítol 4 hem d’escollir l’o-
rientació que es mostra en la Figura A.8. Esta orientació és idèntica a la de la
Figura A.6 i les condicions de contorn a triar seran també les mateixes, açò és,
farem la caixa prou ampla, de manera que els camps solució que anem cercant
seran pràcticament nuls en les fronteres exteriors verticals i exigirem la conti-
nuïtat dels camps en les fronteres interiors. En este cas, la periodicitat vertical
(direcció z) no és un artifici i per tant l’altura de la caixa (Lz) ens vindrà im-
posada per la grandària de l’estructura a modelitzar. Per contra, el valor de kz
si seguirà sent un paràmetre més de la simulació. Novament podem realitzar un
escombrat en valors de kz ∈ < i obtenir el valor de ky (i les components del
camp hx i hz), en cada cas, construint així la corba de dispersió per als modes de
les ones superficials de Dyakonov.
Cal tenir en compte que degut a la permitivitat dielèctrica complexa del metall
(m) les corbes de dispersió que s’obtenen amb kz ∈ < (i per tant ky ∈ C)
evidentment diferiran de les quals s’obtindrien per a ky ∈ < (kz ∈ C). El
necessitar una o una altra dependrà de l’experiment dissenyat per a l’excitació
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FIGURA A.8: Simulació en COMSOL Multiphysics 3.5a on tenim a l’es-
querra del gràfic un medi isòtrop amb permitivitat relativa s i una material
nanoestructurat MD periòdic format per un costat, un dielèctric isòtrop amb
permitivitat relativa d i amplada wd, i per l’altre costat un metall amb per-
mitivitat relativa m, que pot incloure pèrdues, i amplada wm. Noteu que les
amplades wd i wm son diferents. Hem destacat els medis i les interfícies entre
els materials. Esta configuració és la que hem emprat per les nostres simu-
lacions de cristalls MD i hem representat només una cel.la unitat degut a les
condicions periòdiques.
d’estes ones superficials de Dyakonov, així amb la intenció de tenir cobertes les
diferents possibilitats hem generat un codi que ens ha permès tenir ky com un
paràmetre més de la simulació, passant a ser kz el autovalor resultat. Vegem les
equacions en les que es basa este plantejament.
Si ens fixem en la Figura A.8 l’estructura a resoldre consisteix en quatre regions
de permitivitats dielèctriques isòtropes i uniformes que expressem de la forma
i = {s, m, m, d}. En cadascuna d’estes regions podem escriure l’Eq. (A.2)
de la forma:
∂2xhx + ∂
2
zhx + k
2
0ihx = k
2
yhx, (A.6a)
∂2xhz + ∂
2
zhz + k
2
0ihz = k
2
yhz. (A.6b)
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Si ara, a més tenim en compte que els camps solució en l’estructura completa
periòdica poden escriure’s segons el teorema de Bloch com:[
hx (x, z)
hz (x, z)
]
=
[
ux (x, z)
uz (x, z)
]
· exp (−ıkzz), (A.7)
i substituïm estes expressions en l’Eq. (A.6) ens quedarà:
∂2xux + ∂
2
zux + k
2
0iux − 2ıkz∂zux − k2zux = k2yux, (A.8a)
∂2xuz + ∂
2
zuz + k
2
0iuz − 2ıkz∂zuz − k2zuz = k2yuz. (A.8b)
Note’s que ara en les expressions apareix explícitament tant kz com ky, el que
ens va a permetre escollir un dels dos com paràmetre del sistema, obtenint-se
l’altre al resoldre les equacions i aplicar les condicions de frontera adequades.
Vegem com implementar estes noves equacions. En el COMSOL existeixen
diferents maneres d’especificar el sistema de EDP que es vol resoldre, una és la
que hem emprat fins a ara, que consisteix a utilitzar un dels modes d’aplicació
definits prèviament en algun dels mòduls, en el nostre cas el mòdul RF, i l’altra
consisteix en definir-se un mateix el sistema EDP que millor s’ajusta al problema
a abordar.
L’equació genèrica que resol el COMSOL al escollir realitzar una anàlisi modal
és la següent:
∇ · (−c∇u− αu+ γ) + au+ β∇u = daλu− eaλ2u, (A.9)
on u és un vector columna u = {u1, · · · , un} els components del qual són les
funcions camp del problema a resoldre, ∇ és un gradient de dimensió n, els
coeficients (a, da, ea) són, en el cas més general, matrius n × n, mentre que
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(c, α, γ, β) podran ser matrius d’estructures més complexes per a així permetre
una gran varietat de formulacions. Finalment λ és un escalar i correspon al
autovalor solució.
Un conjunt de coeficients amb el qual es generen les Eqs. (A.8) és:
c = −1 ·
[
I J
−J I
]
, (A.10a)
α = ıλ−1 ·
[
−s2 −s1
s1 −s2
]
, (A.10b)
γ = 0 · I, (A.10c)
a =
(
−ω
2
c2
+ −1k2y
)
· I, (A.10d)
β = ıλ−1 ·
[
s2 −s1
s1 s2
]
, (A.10e)
da = 0 · I, (A.10f)
ea = 
−1 · I, (A.10g)
sent-hi els vectors
u =
[
ux (x, z)
uz (x, z)
]
, (A.11a)
s1 =
[
1
0
]
, s2 =
[
0
1
]
, (A.11b)
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FIGURA A.9: Representació de les configuracions dels diferents medis per
poder obtindre els paràmetres requerits. El medi 1 es correspon al substrat
x < 0. En x > 0 tenim el material nanoestructurat MD, on els medis 2 i
4 son materials dielèctrics isòtrops i el medi 3 és el metall, que pot tindre
pèrdues. Les longituds Lx1 i Lx2 son suficients per a que els camps estiguen
completament amortits. Lz és l’amplada de la cel.la unitat. En la cantonada
superior podem vore la interfície de configuració dels sub-dominis.
i les matrius
I =
[
1 0
0 1
]
, (A.12a)
J =
[
0 1
−1 0
]
. (A.12b)
Tenir en compte que λ, que és el autovalor en la notació de COMSOL, i que per
tant seria resultat de la simulació, es correspon en esta formulació amb kz .
El problema queda plantejat, doncs, de la següent manera. En cadascuna de les
quatre regions es defineix un conjunt de coeficients {c, α, a, β, γ, da, ea}i per a
i = 1, 2, 3, 4 (Figura A.9), que realment, com hem vist en les equacions prèvies,
són idèntics salvo pel valor de la permitivitat dielèctrica, i = {s, d, m, d}.
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FIGURA A.10: Configuració de les fronteres en COMSOL. Vegem de nou els
diferents dominis i el vector ~n normal a la superfície de separació entre dues
regions.
I s’imposen les condicions de contorn adequades. En les fronteres exteriors la
situació és molt similar als anteriors plantejaments. Així doncs, farem la caixa
prou ampla, i exigirem que els camps siguen nuls en les fronteres exteriors verti-
cals [Eq. (A.13)], mentre que en les fronteres exteriors horitzontals, imposarem
la periodicitat del camp u [Eq. (A.14)].[
ux(−Lx1, z)
uz(−Lx1, z)
]
=
[
ux(Lx2, z)
uz(Lx2, z)
]
=
[
0
0
]
, (A.13)
[
ux(x, 0)
uz(x, 0)
]
=
[
ux(x, Lz)
uz(x, Lz)
]
. (A.14)
En el cas de les fronteres internes caldrà prestar una mica més d’atenció. COM-
SOL, per defecte, una vegada definits els coeficients de cada regió, imposa en les
fronteres interiors entre dues d’estes regions la condició:
~n · ([c∇u+ αu− γ]1 − [c∇u+ αu− γ]2) = 0, (A.15)
on ~n = nxxˆ+nz zˆ és el vector normal a la superfície de separació entre ambdues
regions (Figura A.10).
130
Sobre la base de la nostra definició dels coeficients, les expressions genèriques
dels termes que apareixen en esta condició de frontera és:
~n · [(c∇u)] =
[
nx(
−1∂xux + −1∂zuz) + nz(−1∂zux − −1∂xuz)
nx(
−1∂zux + −1∂xuz) + nz(−1∂xux − −1∂zuz)
]
,
(A.16a)
~n · [(αu)] =
[
nx(−−1(ıλ)uz) + nz(−−1(ıλ)ux)
nx(
−1(ıλ)ux) + nz(−−1(ıλ)uz)
]
. (A.16b)
Estes expressions poden compactar-se recordant la relació entre els camps mag-
nètics i els camps problema [Eq. (A.6)] i les condicions que imposen les equaci-
ons de Maxwell (recordeu que λ es correspon en esta formulació amb kz),
(∇×H) · yˆ = ıωyyey −→ ∂zux − ∂xuz − (ıλ)uz =
ıωyyey
isòtrop
= ıωey,
(A.17)
∇×H = 0 −→ ∂xux + ∂zuz − ıλuz = −ıky hy, (A.18)
quedant finalment:
~n · [(c∇u) + (αu)] =
 nx−1 (−ıky hy)+ nz(ıωey)
nx(−ıωey) + nz−1
(
−ı
ky
hy
) . (A.19)
Per tant la condició que imposa COMSOL és equivalent a: nx (−ıky ) [(1hy)1 − (1hy)2]+ nz(ıω) [(ey)1 − (ey)2]
nx(−ıω)
[
(ey)1 − (ey)2
]
+ nz
(
−ı
ky
) [(
1
hy
)
1
− (1hy)2]
 = [0
0
]
. (A.20)
El que al seu torn implica exigir que ey i que
(
1
hy
)
siguen funcions contínues.
La primera de les condicions és correcta, però la segona entra en contradicció
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amb les condicions imposades per les equacions de Maxwell (hy ha de ser con-
tínua). Per a resoldre este conflicte cal afegir una condició extra en les fronteres
interiors, condició que es sumarà a les imposades per defecte. La condició que
cal agregar és la següent:nx (−ıky ) [(1 )2 (hy)1 − (1 )1 (hy)2]
nz
(
−ı
ky
) [(
1

)
2
(hy)1 −
(
1

)
1
(hy)2
]
. (A.21)
Al incorporar esta a les condicions per defecte, el terme conflictiu quedaria:nx (−ıky ) [(1 )1 + (1 )2] [(hy)1 − (hy)2]
nz
(
−ı
ky
) [(
1

)
1
+
(
1

)
2
]
[(hy)1 − (hy)2]
 = [0
0
]
, (A.22)
amb el que es garanteix ara sí la continuïtat de hy. Per a finalitzar escriurem la
condició a agregar, Eq. (A.21), en funció dels camps problema.[
nx
[(
1

)
2
(∂xux + ∂zuz − ıλuz)1 −
(
1

)
1
(∂xux + ∂zuz − ıλuz)2
]
nz
[(
1

)
2
(∂xux + ∂zuz − ıλuz)1 −
(
1

)
1
(∂xux + ∂zuz − ıλuz)2
]] .
(A.23)

Apèndix B
Coeficients de la matriu de
translació
En este Apèndix donem les expressions explícites dels elements de la matriu de
translació de la cel.la unitat provinents de les Eqs. (3.6) i (3.7). Comencem amb
els elements de la matriu elemental 2× 2, TTM , on tenim que
TTM11 =
e−ı(w1kTM1+w2kTM2)
412kTM1kTM2
×[
(2kTM1 + 1kTM2)
2 − e2ıw2kTM2 (1kTM2 − 2kTM1)2
]
,
(B.1a)
TTM12 =
ıeıw1kTM1
(
22k
2
TM1 − 21k2TM2
)
sin (w2kTM2)
212kTM1kTM2
, (B.1b)
TTM21 =
ıe−ıw1kTM1
(
21k
2
TM2 − 22k2TM1
)
sin (w2kTM2)
212kTM1kTM2
, (B.1c)
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TTM22 =
eı(w1kTM1−w2kTM2)
412kTM1kTM2
×[
− (1kTM2 − 2kTM1)2 + e2ıw2kTM2 (2kTM1 + 1kTM2)2
]
.
(B.1d)
Els elements de TTE els podem escriure com
TTE11 =
e−ı(w1kTE1+w2kTE2)
[
(kTE1 + kTE2)
2 − (kTE1 − kTE2)2 e2ıw2kTE2
]
4kTE1kTE2
,
(B.2a)
TTE12 =
ı
(
k2TE1 − k2TE2
)
eıw1kTE1 sin (w2kTE2)
2kTE1kTE2
, (B.2b)
TTE21 =
ı
(
k2TE2 − k2TE1
)
e−ıw1kTE1 sin (w2kTE2)
2kTE1kTE2
, (B.2c)
TTE22 =
eı(w1kTE1−w2kTE2)
[
− (kTE1 − kTE2)2 + (kTE1 + kTE2)2 e2ıw2kTE2
]
4kTE1kTE2
.
(B.2d)
Per completitud, assenyalem que les amplituds de les ones de Bloch es poden
obtindre fàcilment tenint en compte el caracter unimodular de la matriu de trans-
lació de la cel.la unitat. Per tant podem escriure
vqi =
[
Aqi
Bqi
]
=
exp (−ıKqΛ)
exp(−ıKqΛ)− Tq11 ·
[
Tq22
exp (−ıKqΛ)− Tq11
]
. (B.3)
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